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Abstrak
Ruang bernorma cone merupakan perluasan dari ruang
bernorma. Perbedaan keduanya terletak pada kodomain fungsi
tersebut. Pada fungsi norma, kodomain yang digunakan
adalah R tetapi pada fungsi norma cone kodomain yang
digunakan adalah sebarang ruang Banach E. Salah satu
pembahasan yang menarik untuk dikaji dari ruang bernorma
cone adalah operator linear sebab penelitian mengenai
operator linear dalam ruang bernorma cone belum banyak
dilakukan. Oleh karena itu, dalam tugas akhir ini diselidiki
mengenai sifat kekontinuan dan keterbatasan operator linear
pada ruang bernorma cone, khususnya operator linear pada
ruang bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b]. Demikian pula,
diperoleh bahwa ruang operator linear terbatas pada ruang
bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b] merupakan ruang Banach
cone.
Kata-kunci: Ruang Banach, Ruang Bernorma, Ruang
Bernorma Cone, Operator Linear
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Abstract
Cone normed space is a generalization of normed space.
The difference between them is on their codomain’s function.
On norm function, R is used as its codomain while cone norm
function uses any Banach space E. One of the interesting
topic of cone normed space is linear operator because of its
infrequently in researches. Therefore, in this final project
we investigated the boundedness and continuity properties of
linear operator on cone normed space, especially a linear
operator on C ′[a, b] cone normed space to C[a, b]. Moreover,
we obtained that the bounded linear operators space on C ′[a, b]
cone normed space to C[a, b] is a Banach cone space.
Keywords: Banach Space, Normed Space, Cone Normed
Space, Linear Operator
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BAB I
PENDAHULUAN
Pada bab ini akan diuraikan hal-hal yang melatarbelakangi
tugas akhir ini yang selanjutnya dituliskan dalam sub
perumusan masalah. Dalam bab ini juga dicantumkan
mengenai batasan masalah, tujuan dan manfaat dari tugas
akhir ini. Adapun sistematika penulisan tugas akhir diuraikan
pada bagian akhir bab ini.
1.1 Latar Belakang
Analisis fungsional merupakan salah satu cabang dari
matematika analisis. Inti dari analisis fungsional adalah
mempelajari tentang ruang vektor disertai dengan fungsi-
fungsi khusus seperti norma, operator, hasil kali dalam, dan
lain-lain. Adapun konsep umum yang dibahas dalam analisis
fungsional diantaranya ruang metrik, ruang bernorma, ruang
Banach, ruang hasil kali dalam, dan ruang Hilbert.
Seiring berkembangnya zaman, pembahasan dalam
analisis fungsional pun mulai berkembang. Pada umumnya
perkembangan penelitian dalam bidang analisis fungsional
dewasa ini berpusat pada perumuman ruang metrik dan
ruang bernorma serta pengembangan teorema titik tetap
pada ruang-ruang tertentu. Hal ini dapat dilihat bahwa
pada [1] yang memperkenalkan ruang metrik cone dan
menyelidiki beberapa teorema titik tetap dari pemetaan
kontraktif. Demikian pula, pada [2] diperkenalkan konsep
ruang bernorma cone. Pada hakikatnya ruang bernorma cone
adalah perluasan dari ruang bernorma. Perbedaan keduanya
terletak pada kodomain fungsi tersebut. Pada fungsi norma,
1
2kodomain yang digunakan adalah R tetapi pada fungsi norma
cone kodomain yang digunakan adalah sebarang ruang Banach
E. Telah diketahui dari [3] bahwa R adalah ruang Banach.
Jadi, dapat dikatakan bahwa ruang bernorma cone adalah
perluasan dari ruang bernorma.
Penelitian mengenai ruang bernorma cone telah dilakukan
oleh Darmawan dan Hajar dalam [4] dan [5]. Darmawan
menyelidiki tentang bentuk norma cone yang bernilai C[a, b]
pada ruang `p yang kemudian pasangan ruang vektor `p
dan norma cone tersebut merupakan ruang bernorma cone.
Berbeda dengan Darmawan, norma cone yang didefinisikan
oleh Hajar merupakan pemetaan dari ruang vektor R ke ruang
Banach R2. Dalam penelitiannya, Hajar telah menyelidiki
tentang teorema titik tetap pada ruang bernoma cone R
bernilai R2.
Umumnya, dalam [3,6] pembahasan mengenai ruang
bernorma selalu disertai dengan operator linear pada ruang
tersebut. Sayangnya, penelitian mengenai operator linear
pada ruang bernorma cone belum banyak dilakukan, termasuk
penelitian yang dilakukan oleh Darmawan dan Hajar. Dalam
tugas akhir ini, akan diselidiki sifat kekontinuan dan
keterbatasan operator linear dari ruang bernorma cone,
khususnya operator linear pada ruang bernorma cone C ′[a, b]
ke C[a, b]. Adapun pemilihan operator linear pada ruang
bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b] dalam tugas akhir ini didasari
oleh [7]. Lebih lanjut, dalam tugas akhir ini akan diteliti
mengenai sifat-sifat ruang operator linear terbatas pada ruang
bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b].
1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan
sebelumnya dibuatlah suatu rumusan masalah yang akan
dibahas dalam tugas akhir ini, yaitu
31. Bagaimanakah sifat kekontinuan dan keterbatasan
operator linear pada ruang bernorma cone C ′[a, b] ke
C[a, b].
2. Bagaimanakah sifat-sifat ruang operator linear terbatas
pada ruang bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b].
1.3 Batasan Masalah
Dalam pengerjaan tugas akhir ini diberikan suatu batasan
masalah, yaitu ruang vektor C ′[a, b] dan C[a, b] yang dipilih
diasumsikan field (lapangan) yang digunakan adalah R serta
norma cone yang digunakan didefinisikan pada ruang Banach
`1.
1.4 Tujuan
Tujuan dari tugas akhir ini adalah
1. Menyelidiki sifat keterbatasan dan kekontinuan operator
linear pada ruang bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b].
2. Menyelidiki sifat-sifat ruang operator linear terbatas
pada ruang bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b].
1.5 Manfaat
Manfaat dari tugas akhir ini adalah sebagai wawasan
tambahan dalam konsep ruang bernorma cone terutama
operator linear kontinu terbatas pada ruang bernorma cone.
1.6 Sistematika Penulisan
Penulisan tugas akhir ini disusun dalam lima bab, yaitu:
1. BAB I PENDAHULUAN
Bab ini berisi tentang gambaran umum dari penulisan
tugas akhir yang meliputi latar belakang, rumusan
masalah, batasan masalah, tujuan, manfaat, dan
sistematika penulisan.
42. BAB II TINJAUAN PUSTAKA
Pada Bab II berisikan konsep-konsep dasar yang
digunakan dalam menyelidiki sifat kekontinuan dan
keterbatasan operator linear pada ruang bernorma cone
C ′[a, b] ke C[a, b] serta sifat-sifat ruang operator linear
terbatas pada ruang bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b],
yaitu ruang vektor, ruang bernorma, ruang Banach,
himpunan cone serta sifat-sifatnya, ruang bernorma
cone dan beberapa sifatnya serta konsep operator linear
pada ruang bernorma cone.
3. BAB III METODE PENELITIAN
Dalam bab ini dijelaskan tahapan-tahapan yang
dilakukan dalam pengerjaan tugas akhir. Tahapan-
tahapan tersebut antara lain studi literatur, mengkaji
ruang Banach `1 serta ruang bernorma cone C ′[a, b] dan
C[a, b], menyelidiki sifat keterbatasan dan kekontinuan
operator linear pada ruang bernorma cone C ′[a, b] ke
C[a, b] serta sifat-sifat ruang operator linear terbatas
pada ruang bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b], dan
penarikan kesimpulan.
4. BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Pada Bab IV dibahas mengenai ruang `1, ruang C[a, b],
ruang C ′[a, b], himpunan cone dari ruang Banach
`1, ruang bernorma cone C ′[a, b] bernilai `1, ruang
bernorma cone C[a, b] bernilai `1. Selanjutnya akan
dibahas mengenai sifat kekontinuan dan keterbatasan
operator linear pada ruang bernorma cone C ′[a, b] ke
C[a, b] serta sifat-sifat ruang operator linear terbatas
pada ruang bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b].
55. BAB V PENUTUP
Bab ini berisi kesimpulan tugas akhir yang diperoleh
dari bab pembahasan serta saran untuk pengembangan
penelitian selanjutnya.
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BAB II
TINJAUAN PUSTAKA
Pada bab ini dijelaskan mengenai konsep atau teori
dasar yang digunakan dalam menyelidiki sifat kekontinuan
dan keterbatasan operator linear pada ruang bernorma cone
C ′[a, b] ke C[a, b]. Konsep-konsep dasar tersebut adalah ruang
vektor, ruang bernorma, ruang Banach, cone serta sifat-
sifatnya, ruang bernorma cone, dan operator linear kontinu
terbatas pada ruang bernorma cone.
2.1 Ruang Vektor
Pembahasan mengenai operator linear selalu berkaitan
dengan ruang vektor. Oleh karena itu, pemahaman mengenai
konsep dasar ruang vektor sangat diperlukan, baik berupa
definisi maupun sifat-sifatnya. Pada bagian ini, akan
dijelaskan mengenai konsep dasar dari ruang vektor.
Definisi 2.1.1. [6] Ruang vektor atas F adalah himpunan tak
kosong V disertai dua fungsi, satu dari V × V ke V dan yang
satunya dari F × V ke V , yang berturut-turut dinotasikan
dengan x + y dan αx, untuk semua x, y ∈ V dan α ∈ F,
sedemikian hingga untuk sebarang α, β ∈ F dan x, y, z ∈ V ,
berlaku
(V1) x+ y = y + x, (x+ y) + z = x+ (y + z)
(V2) Terdapat 0 ∈ V sehingga x+ 0 = x
(V3) Untuk setiap x ∈ V terdapat −x ∈ V sedemikian hingga
x+ (−x) = 0
(V4) 1x = x, α(βx) = (αβ)x
7
8(V5) α(x+ y) = αx+ αy, (α+ β)x = αx+ βx.
Jika F = R maka V disebut ruang vektor real dan jika F = C
maka V disebut ruang vektor kompleks. Unsur-unsur dari F
disebut skalar, sedangkan unsur-unsur dari V disebut vektor.
Operasi x+ y disebut jumlahan vektor dan operasi αx disebut
perkalian dengan skalar.
Contoh 2.1.2. [3] Diberikan himpunan `∞ adalah himpunan
semua barisan bilangan tak hingga bernilai real yang
terbatas. Elemen dari `∞ dinotasikan dalam bentuk
x¯ = (xi) = (x1, x2, . . .) sedemikian hingga |xi| ≤ M, ∀i ∈ N
dengan xi,M ∈ R dan M > 0. Himpunan `∞ adalah ruang
vektor atas R dengan operasi jumlahan vektor dan perkalian
skalar yang didefinisikan untuk setiap x¯, y¯ ∈ `∞ dan α ∈ R
sebagai berikut:
x¯+ y¯ := (xi) + (yi) = (xi + yi) = (x1 + y1, x2 + y2, . . .)
αx¯ := α(xi) = (αxi) = (αx1, αx2, . . .)
untuk setiap i ∈ N.
Contoh 2.1.3. [3] Pandang himpunan B[a, b] dari semua
fungsi terbatas bernilai real yang terdefinisi pada selang
[a, b]. Himpunan B[a, b] juga merupakan ruang vektor atas R
dengan operasi penjumlahan vektor dan perkalian skalar yang
didefinisikan untuk setiap f, g ∈ B[a, b] dan α ∈ R sebagai
berikut:
f + g := (f + g)(t) = f(t) + g(t), ∀t ∈ [a, b]
αf := (αf)(t) = αf(t), ∀t ∈ [a, b].
Sebagai catatan, untuk vektor (elemen) nol di `∞ adalah
barisan nol 0¯ = (0, 0, . . .) sedangkan vektor nol di B[a, b]
adalah fungsi θ yang didefinisikan sebagai θ(t) = 0, ∀t ∈ [a, b].
9Untuk sebarang ruang vektor, berlaku teorema berikut ini:
Teorema 2.1.4. [3] Misalkan V adalah ruang vektor atas field
F, ∀x ∈ V dan α ∈ F berlaku
(a) 0x = 0V
(b) α0V = 0V
(c) (−1)x = −x.
Umumnya pembahasan ruang vektor selalu disertai
dengan subruang linear dan untuk menunjukkan suatu
himpunan merupakan ruang vektor biasanya digunakan
konsep subruang linear. Adapun definisi dari subruang linear
adalah sebagai berikut:
Definisi 2.1.5. [6] Misalkan V suatu ruang vektor atas F.
Suatu himpunan tak kosong U ⊂ V adalah subruang linear
dari V jika U adalah ruang vektor dengan jumlahan vektor
dan perkalian dengan skalar seperti di V . Hal ini ekivalen
dengan berlakunya syarat bahwa
αx+ βy ∈ U untuk semua α, β ∈ F dan x, y ∈ U.
(yang disebut uji subruang)
Contoh 2.1.6. [4] Diberikan himpunan
c0 = {(xn) : xn ∈ R, ∀ n ∈ N, limn→∞xn = 0}
yaitu himpunan semua barisan bilangan real yang konvergen
ke 0. Himpunan c0 adalah subruang linear dari `
∞.
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2.2 Ruang Bernorma
Pada bagian ini dijelaskan mengenai beberapa konsep
ruang bernorma, diantaranya definisi ruang bernorma,
konvergensi barisan di ruang bernorma, barisan Cauchy, dan
sifat-sifat terkait yang ada pada ruang bernorma.
Definisi 2.2.1. [6] Pandang X ruang vektor atas field F.
Suatu fungsi ‖.‖X : X → R adalah norma di X apabila untuk
setiap x, y ∈ X dan α ∈ F, berlaku:
(N1) ‖x‖X ≥ 0
(N2) ‖x‖X = 0⇐⇒ x = 0X
(N3) ‖αx‖X = |α|‖x‖X
(N4) ‖x+ y‖X ≤ ‖x‖X + ‖y‖X (pertidaksamaan segitiga).
Ruang vektor X yang mempunyai norma disebut ruang vektor
bernorma atau dengan singkat disebut ruang bernorma dan
dinotasikan dengan (X, ‖.‖X ). Vektor x di ruang bernorma X
dengan ‖x‖X = 1 disebut vektor satuan di X.
Contoh 2.2.2. [6] Ruang vektor `∞ adalah ruang bernorma
dengan fungsi norma ‖.‖`∞ : `∞ → R yang didefinisikan
‖x‖`∞ := sup
i∈N
|xi|, ∀x¯ ∈ `∞.
Fungsi norma ‖.‖`∞ ini disebut norma supremum atau
norma baku di `∞ dan biasa dinotasikan dengan ‖.‖∞ .
Contoh 2.2.3. [6] Ruang vektor B[a, b] adalah ruang
bernorma dengan fungsi norma ‖.‖
B[a,b]
: B[a, b] → R yang
didefinisikan
‖f‖
B[a,b]
:= sup
t∈[a,b]
|f(t)|, ∀f ∈ B[a, b].
Fungsi norma ‖.‖
B[a,b]
ini disebut norma supremum atau
norma baku di B[a, b] dan biasa dinotasikan dengan ‖.‖∞ .
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Konvergensi barisan dan barisan Cauchy di ruang
bernorma berperan penting dalam mendefinisikan ruang
Banach. Barisan yang konvergen di ruang bernorma X
didefinisikan sebagai berikut:
Definisi 2.2.4. [6] Suatu barisan (xn) dari titik-titik dalam
suatu ruang bernorma (X, ‖.‖X ) dikatakan konvergen ke
x ∈ X, dinotasikan dengan xn → x untuk n→∞ atau
lim
n→∞xn = x
jika barisan bilangan real tak negatif ‖xn − x‖X → 0 saat
n→∞ atau dengan kalimat lain, untuk setiap ε > 0, terdapat
N ∈ N sedemikian hingga ‖xn − x‖X < ε untuk n ≥ N .
Adapun definisi dari barisan Cauchy di ruang bernorma X
adalah
Definisi 2.2.5. [6] Misalkan (X, ‖.‖X ) suatu ruang bernorma.
Suatu barisan (xn) dari titik-titik di X merupakan barisan
Cauchy jika untuk sebarang ε > 0 terdapat N sedemikian
hingga
‖xm − xn‖X < ε apabila m, n ≥ N untuk m, n ∈ N.
Dalam ruang bernorma terdapat hubungan antara barisan
yang konvergen dengan barisan Cauchy. Hal ini tercantum
pada teorema berikut ini.
Teorema 2.2.6. [3] Misalkan (X, ‖.‖X ) adalah ruang
bernorma. Jika (xn) suatu barisan konvergen di X maka (xn)
adalah barisan Cauchy.
Sedangkan definisi dari ruang Banach adalah sebagai berikut.
Definisi 2.2.7. [6] Misalkan (X, ‖.‖X ) suatu ruang bernorma.
Ruang bernorma X dikatakan ruang Banach apabila setiap
barisan Cauchy di X mempunyai limit di X.
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Contoh 2.2.8. [3] Ruang bernorma `∞ adalah ruang Banach
dengan norma baku di `∞.
Pembahasan berikutnya adalah himpunan terbuka dan
tertutup di ruang bernorma. Hal ini diperlukan untuk
mendefinisikan himpunan cone yang salah satu sifatnya adalah
himpunan tertutup. Sebelum membahas mengenai himpunan
terbuka maupun himpunan tertutup alangkah baiknya jika
dibahas mengenai konsep dari bola terbuka di ruang bernorma
sebab konsep inilah yang menjadi landasan dalam menentukan
suatu himpunan dikatakan terbuka maupun tertutup.
Definisi 2.2.9. [6] Bola terbuka di (X, ‖.‖X ) dengan pusat c
dan jari-jari ε adalah himpunan dalam bentuk
B(c, ε) := {x ∈ X : ‖c− x‖X < ε}
dengan c ∈ X, ε ∈ R, dan ε > 0. Bola B(c, 1) dengan jari-jari
1 disebut bola satuan terbuka.
Bola terbuka B(c, ε) dengan jari-jari ε biasa disebut juga
sebagai persekitaran-ε dari c. Definisi dari bola terbuka ini
akan digunakan dalam mendefinisikan titik interior maupun
titik akumulasi. Lebih lanjut, konsep dari titik interior
maupun titik akumulasi akan berguna dalam mendefinisikan
suatu himpunan terbuka ataupun tertutup.
Definisi 2.2.10. [6] Misalkan E ⊆ X. Suatu titik c ∈ E
disebut titik interior dari E jika terdapat ε > 0 sedemikian
hingga B(c, ε) ⊆ E.
Definisi 2.2.11. [6] Suatu himpunan G ⊆ X dikatakan
terbuka (relatif di X) jika setiap titik di G merupakan titik
interior dari G.
Contoh 2.2.12. [6] Setiap titik dari suatu bola terbuka
B(c, ε) adalah titik interior dari B(c, ε) sehingga suatu bola
terbuka merupakan himpunan terbuka.
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Definisi 2.2.13. [6] Misalkan E ⊆ X. Suatu titik c di X
disebut titik akumulasi dari E jika untuk setiap ε > 0 terdapat
x ∈ E sedemikian hingga 0 < ‖c− x‖X < ε; dengan kata lain
B(c, ε) ∩ E 6= ∅.
Definisi 2.2.14. [6] Suatu himpunan F ⊆ X dikatakan
tertutup (relatif di X) jika F memuat semua titik
akumulasinya.
Dalam himpunan cone, operasi elemennya berhubungan
dengan interior dari himpunan cone itu sendiri sehingga
diperlukan pemahaman konsep mengenai definisi interior.
Berikut ini adalah definisi dari interior dari suatu himpunan.
Definisi 2.2.15. [6] Misalkan E ⊆ X. Himpunan semua
titik interior dari E disebut dengan interior E dan dinotasikan
dengan intE.
Dalam ruang bernorma adapula yang disebut dengan titik
batas serta himpunan titik batas. Definisi dari titik batas dan
himpunan batas adalah sebagai berikut.
Definisi 2.2.16. [6] Misalkan E ⊆ X. Suatu titik c ∈ X
disebut titik batas dari E jika untuk sebarang ε > 0, bola
terbuka B(c, ε) memuat sekurang-kurangnya satu titik dari E
dan satu titik dari E{; dengan kata lain B(c, ε) ∩ E 6= ∅ dan
B(c, ε) ∩ E{ 6= ∅. Himpunan semua titik batas dari E disebut
batas dari E dan dinotasikan dengan ∂E.
Contoh 2.2.17. Diberikan selang tertutup [a, b] ⊆ R
dengan norma Euclid, interior [a, b] adalah selang
terbuka (a, b) sebab untuk setiap titik c ∈ (a, b) terdapat
δ = min{‖c− a‖, ‖c− b‖}. Selanjutnya jika diberikan
himpunan [a, b] × [a, b] ⊆ R2 dengan norma Euclid diperoleh
bahwa interior dari [a, b]×[a, b] adalah himpunan (a, b)× (a, b)
sebab untuk setiap titik c ∈ (a, b) × (a, b) terdapat
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δ = min{‖c− x‖} dengan x = (x1, a), (x1, b), (a, x2), (b, x2)
untuk a ≤ x1 ≤ b dan a ≤ x2 ≤ b. Bila diperhatikan titik a, b
pada contoh pertama dan x = (x1, a), (x1, b), (a, x2),(b, x2)
dengan a ≤ x1 ≤ b dan a ≤ x2 ≤ b pada contoh kedua
merupakan titik batas dari masing-masing himpunan yang
diberikan, yaitu ∂([a, b]) = {a, b} dan ∂([a, b] × [a, b]) =
{x ∈ [a, b] × [a, b] : x = (x1, a), (x1, b), (a, x2), (b, x2) dengan
a ≤ x1 ≤ b dan a ≤ b}.
Teorema berikut ini berguna dalam menunjukkan sifat
ketertutupan himpunan dalam ruang bernorma.
Teorema 2.2.18. [3] Misalkan (X, ‖.‖X ) adalah ruang
bernorma dan E ⊆ X. Himpunan E tertutup jika dan hanya
jika untuk sebarang barisan (xn) di X dan xn → x berakibat
x ∈ E.
Konsep berikutnya yang akan dibahas adalah ruang
bernorma cone. Namun, sebelumnya akan dibahas mengenai
himpunan yang memiliki sifat cone atau singkatnya himpunan
cone.
2.3 Ruang Bernorma Cone
Notasi yang digunakan dalam ruang bernorma cone selalu
berkaitan dengan himpunan cone yang dipilih. Pada sub
bab ini akan dijelaskan mengenai definisi dari himpunan cone
beserta sifat-sifatnya dan selanjutnya akan dibahas mengenai
ruang bernorma cone.
Definisi 2.3.1. [2] Misalkan E adalah ruang Banach dan
PE ⊆ E. Himpunan PE dikatakan cone jika dan hanya jika
memenuhi syarat-syarat berikut:
(C1) PE tertutup, PE 6= {0E}, dan PE 6= ∅
(C2) α, β ∈ R, α, β ≥ 0 dan x, y ∈ PE =⇒ αx+ βy ∈ PE
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(C3) PE ∩ −PE = 0E .
Pada himpunan cone PE dapat didefinisikan urutan parsial
”” terhadap PE , yaitu x  y jika dan hanya jika y−x ∈ PE .
Dalam tugas akhir ini, digunakan notasi x ≺ y untuk x  y
tetapi x 6= y sedangkan x y untuk y − x ∈ intPE . Adapun
intPE adalah interior dari PE [1,2]. Umumnya, pembahasan
himpunan cone berkaitan dengan cone normal yang berperan
dalam menyelidiki sifat konvergensi barisan [1]. Berikut ini
akan disajikan mengenai definisi himpunan cone normal PE
dengan konstanta normal K.
Definisi 2.3.2. [1] Misalkan E ruang Banach, PE ⊆ E, dan
himpunan PE adalah cone. Himpunan PE dikatakan normal
jika dan hanya jika terdapat K ∈ R, K > 0 sedemikian
hingga ∀ x, y ∈ E, 0E  x  y berakibat ‖x‖ ≤ K‖y‖.
Konstanta K terkecil yang memenuhi ketaksamaan tersebut
disebut konstanta normal dari PE .
Untuk selanjutnya, diasumsikan bahwa E adalah ruang
Banach bernilai real dan PE adalah himpunan cone normal
dari ruang Banach E dengan intPE 6= ∅ serta  adalah
urutan parsial terhadap PE . Notasi ”” merupakan urutan
parsial terhadap PE , untuk menunjukkannya diperlukan
lemma berikut ini.
Lemma 2.3.3. [4] Misalkan E ruang Banach, PE ⊆ E, dan
PE adalah himpunan cone maka 0E ∈ PE .
Berdasarkan lemma di atas, dapat ditunjukkan teorema
berikut ini berlaku.
Teorema 2.3.4. [9] Misalkan E ruang Banach, PE ⊆ E, dan
PE adalah himpunan cone. Notasi ”  ” merupakan urutan
parsial.
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Bukti. Akan ditunjukkan bahwa ”  ” memenuhi sifat
refleksif, antisimetri, dan transitif. Berdasarkan Lemma 2.3.3,
untuk sebarang x ∈ E diperoleh x−x = 0E ∈ PE yang berarti
x  x. Hal ini menunjukkan sifat refleksif. Selanjutnya jika
diberikan x, y ∈ E dengan x  y dan y  x, ini berarti
y − x ∈ PE dan x− y = −(y − x) ∈ PE akibatnya y − x =
0E atau dengan kata lain x = y. Ini menunjukkan sifat
antisimetri. Berikutnya, jika diberikan x, y, z ∈ E dengan
x  y dan y  z maka y − x ∈ PE dan z − y ∈ PE ,
berdasarkan sifat himpunan cone dapat ditulis bahwa z−x =
(y − x) + (z − y) ∈ PE atau dengan kata lain x  z. Hal ini
menunjukkan sifat transitif. Dengan demikian notasi ”  ”
memenuhi sifat refleksif, antisimetri, dan transitif atau dengan
kata lain notasi ”  ” merupakan urutan parsial pada E.
Berikut ini adalah sifat dasar dari himpunan cone, yaitu
Lemma 2.3.5. [4] Diberikan E ruang Banach, P ⊆ E, dan
P adalah himpunan cone. Untuk setiap x, y ∈ E dan α ≥ 0
pernyataan berikut berlaku
(a) jika x y maka x  y,
(b) jika x  y maka αx αy.
Untuk menyelidiki sifat ruang operator linear dalam ruang
bernorma cone diperlukan beberapa lemma, diantaranya
Lemma 2.3.6. [4] Diberikan E ruang Banach, PE ⊆ E, dan
PE adalah himpunan cone. Misalkan barisan (an) dan (bn)
di E beruturut-turut konvergen ke a ∈ E dan b ∈ E. Jika
an  bn, ∀n ∈ N maka a  b.
Akibat 2.3.7. [4] Diberikan E ruang Banach, PE ⊆ E,
dan PE adalah himpunan cone. Misalkan barisan (yn) di E
konvergen ke y ∈ E. Jika diberikan w ∈ E dengan yn  w,
∀n ∈ N maka y  w.
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Pengertian terbatas dalam himpunan cone disajikan dalam
definisi berikut ini.
Definisi 2.3.8. [2] Diberikan E adalah ruang Banach, A ⊆ E,
dan PE adalah himpunan cone. Himpunan A dikatakan
terbatas ke atas jika terdapat t ∈ E, t  0E sedemikian hingga
a  t,∀a ∈ A. Dalam hal ini, t disebut batas atas dari A.
Lebih lanjut, t′ batas atas dari A disebut supremum dari A
jika diberikan sebarang batas atas dari A berakibat t′  t.
Selanjutnya, t′ dinotasikan dengan supA. Himpunan cone
PE dikatakan memiliki sifat supremum jika setiap himpunan
terbatas ke atas A dalam PE berakibat batas atas terkecil
berada di PE atau dengan kata lain supA ∈ PE .
Konsep terbatas ke atas dalam himpunan cone ini, akan
menjadi landasan dalam mendefinisikan himpunan terbatas
cone pada ruang bernorma cone. Pembahasan selanjutnya
adalah konsep dari ruang bernorma cone.
Definisi 2.3.9. [2] Misalkan X adalah ruang vektor atas R
dan didefinisikan suatu fungsi ‖.‖E
X
: X → E yang memenuhi
(NC1) ‖x‖E
X
 0E , ∀x ∈ X dan ‖x‖
E
X
= 0E ⇐⇒ x = 0X
(NC2) ‖αx‖E
X
= |α|‖x‖E
X
, ∀x ∈ X dan α ∈ R
(NC3) ‖x+ y‖E
X
 ‖x‖E
X
+ ‖y‖E
X
, ∀x, y ∈ X
Selanjutnya, fungsi ‖.‖E
X
disebut norma cone pada X dan
pasangan (X, ‖.‖E
X
) disebut ruang bernorma cone.
Contoh 2.3.10. [5] Diberikan ruang vektor R,
ruang Banach R2, dan himpunan cone R20+ dengan
R20+ := {(x, y) ∈ R2 : x, y ≥ 0}. Fungsi ‖.‖
R2
R : R → R2
yang didefinisikan untuk setiap x ∈ R berlaku
‖x‖R
2
R := (|x|, α|x|) dengan α ∈ R, α ≥ 0.
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Fungsi ‖.‖R2R merupakan norma cone pada R. Lebih lanjut, R
merupakan ruang bernorma cone dengan norma ‖.‖R2R .
Karena ruang bernorma cone merupakan perumuman
dari ruang bernorma maka secara umum konsep mengenai
konvergensi barisan, barisan Cauchy, ruang Banach juga
terdapat pada ruang bernorma cone. Berikut ini akan
disajikan definisi konvergensi barisan, barisan Cauchy di
ruang bernorma cone, dan definisi ruang Banach cone.
Definisi 2.3.11. [2] Misalkan E adalah ruang Banach,
(X, ‖.‖E
X
) adalah ruang bernorma cone, x ∈ X dan (xn) adalah
barisan di X. Barisan (xn) dikatakan konvergen ke x jika
∀c ∈ E dengan 0E  c terdapat bilangan asli N sedemikian
hingga ‖xn − x‖EX  c untuk semua n ≥ N . Selanjutnya
barisan (xn) konvergen ke x dinotasikan dengan lim
n→∞xn = x
atau xn → x saat n→∞.
Definisi 2.3.12. [2] Misalkan E adalah ruang Banach,
(X, ‖.‖E
X
) adalah ruang bernorma cone, x ∈ X dan (xn) adalah
barisan di X. Barisan (xn) dikatakan barisan Cauchy jika
∀c ∈ E dengan 0E  c terdapat bilangan asli N sedemikian
hingga ‖xm − xn‖EX  c untuk semua n,m ≥ N .
Definisi 2.3.13. [2] Ruang bernorma cone (X, ‖.‖E
X
)
dikatakan ruang Banach jika setiap barisan Cauchy di X
konvergen di X.
Sama halnya dengan ruang bernorma, suatu barisan yang
konvergen dalam ruang bernorma cone juga merupakan
barisan Cauchy dalam ruang bernorma cone tersebut. Hal
ini tercantum dalam teorema berikut ini.
Teorema 2.3.14. [1] Misalkan (X, ‖.‖E
X
) adalah ruang
bernorma cone dan (xn) adalah barisan di X. Jika (xn)
konvergen ke x maka (xn) adalah barisan Cauchy.
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Disebutkan dalam [3], sebarang barisan yang konvergen
selalu terbatas maka untuk ruang bernorma cone juga berlaku
demikian. Hal ini dapat dilihat pada teorema berikut.
Teorema 2.3.15. [4] Misalkan (X, ‖.‖E
X
) ruang bernorma
cone. Jika barisan (xn) di X konvergen ke x ∈ X maka
barisan (xn) terbatas cone.
Berikut ini diberikan teorema-teorema yang berguna
dalam menunjukkan ruang operator linear terbatas cone
merupakan ruang Banach cone.
Teorema 2.3.16. [4] Diberikan (X, ‖.‖E
X
) ruang bernorma
cone, dan P cone normal dengan konstanta normal K.
Misalkan (xn) adalah barisan di X. Jika lim
n→∞xn = x maka
lim
n→∞ ‖xn‖
E
X
= ‖x‖E
X
.
Teorema 2.3.17. [4] Misalkan (X, ‖.‖E
X
) ruang bernorma
cone himpunan PE adalah himpunan cone dari ruang Banach
E. Pandang (xn) dan (yn) dua barisan di X yang berturut-
turut konvergen ke x dan ke y di X serta (αn) barisan di R
yang konvergen ke α di R, maka berlaku
(a) lim
n→∞(xn + yn) = x+ y,
(b) lim
n→∞αnxn = αx.
Demikian pula dapat didefinisikan suatu bola terbuka di ruang
bernorma cone, yaitu
Definisi 2.3.18. [2] Misalkan (X, ‖.‖E
X
) adalah ruang
bernorma cone, bola terbuka di X dengan pusat c dan jari-
jari ε adalah himpunan dalam bentuk
Bε(c) := {y ∈ X : ‖c− y‖EX  ε}.
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Pada Definisi 2.3.8 telah dijelaskan mengenai definisi
dari himpunan yang terbatas ke atas dan himpunan yang
memiliki sifat supremum. Untuk mendefinisikan terbatas
cone, selalu diasumsikan bahwa himpunan cone PE memiliki
sifat supremum. Adapun definisi dari terbatas cone adalah
sebagai berikut.
Definisi 2.3.19. [2] Misalkan (X, ‖.‖E
X
) adalah ruang
bernorma cone dan A ⊆ X. Himpunan A dikatakan terbatas
cone jika dan hanya jika himpunan {‖x‖E
X
: x ∈ A} dalam E
terbatas ke atas.
Dari Definsi 2.3.19 dapat diperoleh Lemma 2.3.20 berikut ini.
Lemma 2.3.20. [4] Misalkan (X, ‖.‖E
X
) adalah ruang
bernorma cone dan A ⊆ X dikatakan terbatas cone jika
dan hanya jika terdapat t ∈ E, t  0E sedemikian hingga
‖x‖E
X
 t,∀x ∈ A.
Lebih lanjut, Definisi 2.3.19 dan Lemma 2.3.20 digunakan
untuk mendefinisikan suatu operator linear terbatas cone.
Adapun pembahasan mengenai operator linear pada ruang
bernorma cone akan dibahas pada sub bab berikutnya.
2.4 Operator Linear Kontinu dan Terbatas pada
Ruang Bernorma Cone
Untuk menyelidiki sifat kekontinunan maupun
keterbatasan operator linear dalam ruang bernorma cone
diperlukan pengertian mengenai operator linear. Operator
adalah suatu pemetaan dari ruang vektor V ke ruang
vektor W atas field yang sama, khususnya adalah ruang
bernorma. Beberapa buku literatur menuliskan operator
sebagai transformasi, diantaranya [6].
Definisi 2.4.1. [6] Misalkan V dan W dua ruang vektor atas
F. Operator linear dari V ke W adalah pemetaan T : V →W
yang memenuhi syarat-syarat berikut ini:
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(OL1) Untuk setiap x, y ∈ V , berlaku T (x+y) = T (x)+T (y)
(OL2) Untuk setiap c ∈ F dan x ∈ V , berlaku T (cx) = cT (x).
Lebih lanjut, himpunan semua operator linear dinotasikan
dengan L(V,W ). Himpunan L(V,W ) merupakan ruang
vektor atas F dengan operasi penjumlahan vektor untuk setiap
x ∈ V didefinisikan
T1 +T2 := (T1 +T2)(x) = T1(x)+T2(x) ∀T1, T2 ∈ L(V,W )
dan perkalian skalar untuk setiap x ∈ V dan α ∈ F
didefinisikan
αT := (αT )(x) = αT (x) ∀T ∈ L(V,W ).[6]
Untuk sebarang operator linear berlaku lemma berikut ini.
Lemma 2.4.2. [6] Misalkan V dan W masing-masing adalah
ruang vektor dan T ∈ L(V,W ) maka berlaku T (0V ) = 0W .
Adapun operator linear kontinu dalam ruang bernorma cone
didefinisikan sebagai berikut:
Definisi 2.4.3. [2] Misalkan (X, ‖.‖E
X
) dan (Y, ‖.‖E
Y
) masing-
masing adalah ruang bernorma cone serta T merupakan
operator linear dari ruang bernorma cone X ke ruang
bernorma cone Y
(a) Operator linear T dikatakan kontinu di x0 ∈ X jika dan
hanya jika untuk setiap c ∈ E, c  0E terdapat t ∈ E,
t  0E sedemikian hingga ∀x ∈ X dan ‖x − x0‖p1  t
berakibat ‖T (x)− T (x0)‖EY  c
(b) Operator linear T kontinu pada X jika dan hanya jika
T kontinu di setiap titik X
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(c) Operator linear T dikatakan kontinu seragam jika dan
hanya jika untuk setiap c ∈ E, c  0E terdapat
t ∈ E, t  0E sedemikian hingga ∀x, u ∈ X dan
‖x− u‖E
X
 t berakibat ‖T (x)− T (u)‖E
Y
 c
(d) Operator linear T dikatakan kontinu barisan di X jika
dan hanya jika untuk setiap barisan (xn) di X yang
konvergen ke x0 ∈ X maka barisan (T (xn)) di Y
konvergen ke T (x0) ∈ Y .
Berdasarkan Definisi 2.4.3 dapat diperoleh teorema berikut.
Teorema 2.4.4. [2] Misalkan (X, ‖.‖E
X
) dan (Y, ‖.‖E
Y
) masing-
masing adalah ruang bernorma cone. Untuk suatu operator
linear T dari ruang bernorma cone X ke ruang bernorma cone
Y dan suatu x0 ∈ X pernyataan berikut ekivalen
(a) T kontinu seragam
(b) T kontinu pada X
(c) T kontinu di x0
(d) T kontinu di 0X ∈ X
(e) T kontinu barisan di X.
Pembahasan berikutnya adalah sifat keterbatasan operator
linear pada ruang bernorma cone. Dasar pembahasan
mengenai operator linear yang terbatas pada ruang bernorma
cone adalah definisi terbatas cone dalam ruang bernorma
cone.
Definisi 2.4.5. [2] Misalkan (X, ‖.‖E
X
) dan (Y, ‖.‖E
Y
) keduanya
adalah ruang bernorma cone. Diberikan T : X → Y adalah
operator linear. Operator linear T dikatakan terbatas cone jika
himpunan T (Bt∗(0X )) dalam Y terbatas cone, untuk suatu t
∗
tetap dengan t∗ ∈ E dan t∗  0E .
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Dari Definisi 2.4.5 dapat diperoleh suatu lemma berikut.
Lemma 2.4.6. Misalkan T adalah operator linear dari ruang
bernorma cone (X, ‖.‖E
X
) ke ruang bernorma cone (Y, ‖.‖E
Y
).
Diberikan suatu t∗ tetap dengan t∗ ∈ E dan t∗  0E , T
terbatas cone jika dan hanya jika terdapat t ∈ E, t  0E
sedemikian hingga ‖T (x)‖E
Y
 t,∀x ∈ X dengan ‖x‖E
X
 t∗.
Bukti. Misalkan T terbatas cone, berarti himpunan
T (Bt∗(0X )) = {T (x) : x ∈ X, ‖x‖
E
X
 t∗} dalam Y terbatas
cone. Hal ini juga berarti himpunan {‖T (x)‖E
Y
: x ∈
X, ‖x‖E
X
 t∗} dalam E terbatas ke atas, dengan kata
lain terdapat t ∈ E dengan t  0E sedemikian hingga
‖T (x)‖E
Y
 t, ∀x ∈ X dengan ‖x‖  t∗. Sebaliknya,
asumsikan terdapat t ∈ E dengan t  0E sedemikian
hingga ‖T (x)‖E
Y
 t,∀x ∈ X untuk ‖x‖E
X
 t∗. Hal
ini berarti himpunan {‖T (x)‖E
Y
: x ∈ X, ‖x‖E
X
 t∗}
dalam E terbatas ke atas. Dengan demikian, himpunan
T (Bt∗(0X )) = {T (x) : x ∈ X, ‖x‖
E
X
 t∗} dalam Y terbatas
cone. Jadi, T terbatas cone.
”Halaman ini sengaja dikosongkan.”
BAB III
METODE PENELITIAN
Dalam bab ini diuraikan langkah-langkah sistematis yang
dilakukan dalam proses pengerjaan tugas akhir. Tahapan
penelitian dalam tugas akhir ini terdiri atas empat tahap,
yaitu: studi literatur, mengkaji ruang Banach `1 serta
ruang bernorma cone C ′[a, b] dan C[a, b], menyelidiki sifat
keterbatasan dan kekontinuan operator linear pada ruang
bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b] serta sifat-sifat ruang
operator linear terbatas pada ruang bernorma cone C ′[a, b]
ke C[a, b], dan penarikan kesimpulan.
3.1 Studi Literatur
Pada tahap ini dilakukan studi referensi tentang ruang
Banach `1, ruang vektor C ′[a, b] dan C[a, b], konsep-konsep
himpunan cone, konsep-konsep ruang bernorma cone, sifat-
sifat operator linear pada ruang bernorma cone secara umum
serta sifat-sifat ruang operator linear terbatas pada ruang
bernorma. Referensi yang digunakan adalah paper-paper
dalam jurnal ilmiah dan buku-buku literatur.
3.2 Mengkaji ruang Banach `1 serta ruang bernorma
cone C ′[a, b] dan C[a, b]
Dalam tahap ini akan dilakukan pengkajian mengenai
ruang Banach `1 dan himpunan cone dari ruang Banach
`1. Selanjutnya akan dilakukan pengkajian mengenai ruang
bernorma cone C ′[a, b] bernilai `1 dan ruang bernorma cone
C[a, b] bernilai `1 terutama konvergensi barisan dalam kedua
ruang bernorma cone tersebut.
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3.3 Menyelidiki sifat keterbatasan dan kekontinuan
operator linear pada ruang bernorma cone C ′[a, b]
ke C[a, b] serta sifat-sifat ruang operator linear
terbatas pada ruang bernorma cone C ′[a, b] ke
C[a, b]
Tahap ini adalah inti dari tugas akhir ini yaitu
melakukan penyelidikan bagaimanakah sifat keterbatasan dan
kekontinuan operator linear dari ruang bernorma cone C ′[a, b]
ke C[a, b]. Lebih lanjut, akan diselidiki mengenai ruang
operator linear terbatas pada ruang bernorma cone C ′[a, b]
ke C[a, b].
3.4 Penarikan Kesimpulan
Pada tahap ini dilakukan penarikan kesimpulan
berdasarkan hasil penyelidikan pada tahap sebelumnya.
BAB IV
ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Pada bab ini akan dibahas mengenai ruang `1, ruang
C ′[a, b] dan ruang C[a, b], himpunan cone dari `1, ruang
bernorma cone C ′[a, b] bernilai `1, ruang bernorma cone
C[a, b] bernilai `1, operator linear kontinu terbatas pada ruang
bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b] serta ruang operator linear
pada ruang bernorma cone C ′[a, b] bernilai `1.
4.1 Ruang `1
Batasan masalah yang diberikan dalam tugas akhir ini
adalah fungsi norma cone yang kodomainnya didefinisikan
pada ruang Banach `1. Sebelum membahas bahwa `1
merupakan ruang Banach, diperlukan pemahaman mengenai
definisi dari ruang `1 yang selanjutnya akan dibahas mengenai
ruang `1 merupakan ruang bernorma.
Diberikan p ∈ R dengan 1 ≤ p < ∞, didefinisikan elemen
dari ruang `p adalah barisan bilangan x¯ := (xi) = (x1, x2, . . .)
sedemikian hingga |x1|p + |x2|p + . . . konvergen atau dengan
kata lain ∞∑
i=1
|xi|p <∞
untuk suatu p ≥ 1 tetap. Jika barisan bilangan yang diambil
adalah barisan bilangan real maka dikatakan ruang real `p dan
jika barisan bilangan yang diambil adalah barisan bilangan
kompleks maka dikatakan ruang kompleks `p. Dalam ruang
`p diberikan beberapa pertidaksamaan yang sangat berguna
dalam menyelidiki sifat-sifat ruang `p sendiri, diantaranya
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(a) Pertidaksamaan Holder
∞∑
i=1
|xiyi| ≤
( ∞∑
i=1
|xi|p
)1/p( ∞∑
i=1
|yi|q
)1/q
dengan p > 1 dan 1/p+ 1/q = 1.
(b) Pertidaksmaan Cauchy-Schwarz
∞∑
i=1
|xiyi| ≤
√√√√ ∞∑
i=1
|xi|2
√√√√ ∞∑
i=1
|yi|2
(c) Pertidaksamaan Minkowski( ∞∑
i=1
|xi + yi|p
)1/p
≤
( ∞∑
i=1
|xi|p
)1/p
+
( ∞∑
i=1
|yi|p
)1/p
dengan x¯, y¯ ∈ `p, dan 1 ≤ p <∞.
Adapun norma baku yang didefinisikan pada `p adalah
‖x¯‖`p :=
( ∞∑
i=1
|xi|p
)p
, ∀x¯ ∈ `p. [3]
Dalam tugas akhir ini, pembahasan hanya dikhususkan untuk
ruang real `p dengan p = 1 atau cukup dikatakan ruang `1.
Definisi 4.1.1. [3,6] Ruang `1 adalah himpunan dari
barisan bilangan real yang elemennya dinotasikan dengan
x¯ = (xi) = (x1, x2, . . .) sedemikian hingga jumlahan absolut
dari nilai-nilai barisannya konvergen atau dengan kata lain
∞∑
i=1
|xi| <∞.
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Beberapa sifat dari ruang `1 tercantum pada teorema-
teorema berikut ini:
Teorema 4.1.2. [3,6] Ruang `1 adalah ruang vektor atas R.
Bukti. Akan ditunjukkan bahwa `1 merupakan ruang vektor
atas R dengan cara menunjukkan `1 merupakan subruang
linear dari `∞. Sebelumnya, akan ditunjukkan bahwa `1 6= ∅
dan `1 ⊆ `∞. Menurut Definisi 4.1.1, jelas bahwa `1 6= ∅ dan
`1 ⊆ `∞ sebab jika diambil sebarang x¯ = (x1, x2, . . .) ∈ `1
berakibat x¯ ∈ `∞.
Selanjutnya, akan dilakukan uji subruang. Berdasarkan
Definisi 2.1.5 akan ditunjukkan berlakunya syarat
αx¯+ βy¯ ∈ `1, untuk semua α, β ∈ R, dan x¯, y¯ ∈ `1.
Ambil sebarang x¯, y¯ ∈ `1 dan α, β ∈ R maka berlaku
αx¯+ βy¯ = α(xi) + β(yi)
= (αxi) + (βyi)
= (αxi + βyi)
untuk setiap i ∈ N. Karena xi, yi, α, β ∈ R akibatnya
αxi + βyi ∈ R. Di sisi lain, x¯ = (xi) ∈ `1 dan y¯ = (yi) ∈ `1
untuk i ∈ N berarti
∞∑
i=1
|xi| <∞ dan
∞∑
i=1
|yi| <∞. (4.1)
Dari pertidaksamaan Minkowski diperoleh
∞∑
i=1
|αxi + βyi| ≤
∞∑
i=1
|αxi|+
∞∑
i=1
|βyi|
= |α|
∞∑
i=1
|xi|+ |β|
∞∑
i=1
|yi|.
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Berdasarkan (4.1) diperoleh bahwa
|α|
∞∑
i=1
|xi|+ |β|
∞∑
i=1
|yi| <∞.
Hal ini menunjukkan bahwa αx¯ + βy¯ = (αxi + βyi) ∈ `1.
Dengan demikian, ruang `1 adalah subruang linear dari `∞.
Ini berarti `1 juga merupakan ruang vektor atas R.
Teorema 4.1.3. [3,6] Ruang vektor `1 adalah ruang
bernorma dengan norma yang didefinisikan untuk setiap
x¯ = (xi) = (x1, x2, . . .) ∈ `1 berlaku
‖x¯‖`1 :=
∞∑
i=1
|xi|.
Fungsi norma ‖.‖`1 tersebut disebut norma baku pada `1.
Bukti. Akan ditunjukkan bahwa fungsi ‖.‖`1 merupakan
norma pada `1. Menurut Definsi 2.2.1 akan ditunjukkan
bahwa ‖.‖`1 harus memenuhi syarat-syarat norma. Ambil
sebarang x¯, y¯ ∈ `1 dan α ∈ R.
(N1) Jelas bahwa ‖x¯‖`1 =
∞∑
i=1
|xi| ≥ 0 sebab |xi| ≥ 0,∀i ∈ N.
(N2) Diberikan ‖x¯‖`1 = 0, berarti
∞∑
i=1
|xi| = 0. Karena
∞∑
i=1
|xi| ≥ 0 satu-satunya yang memenuhi adalah xi = 0
untuk setiap i ∈ N atau dengan kata lain x¯ = (xi) =
(0, 0, . . .) = 0¯. Hal ini menunjukkan bahwa x¯ = 0¯.
Sebaliknya, jika x¯ = 0¯ berarti xi = 0 untuk setiap i ∈ N
akibatnya ‖x¯‖`1 = ‖0¯‖`1 =
∞∑
i=1
|0| = 0.
Jadi, diperoleh ‖x‖`1 = 0 jika dan hanya jika x = 0¯.
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(N3) ‖αx¯‖`1 =
∞∑
i=1
|αxi|
=
∞∑
i=1
|α||xi|
= |α|
∞∑
i=1
|xi|
= |α|‖x¯‖`1 .
Jadi, ‖αx¯‖`1 = |α|‖x¯‖`1 .
(N4) Dari pertidaksamaan Minkowski, diperoleh
‖x¯+ y¯‖`1 =
∞∑
i=1
|xi + yi|
≤
∞∑
i=1
|xi|+
∞∑
i=1
|yi|
= ‖x¯‖`1 + ‖y¯‖`1 .
Jadi, ‖x¯ + y¯‖`1 ≤ ‖x¯‖`1 + ‖y¯‖`1 . Karena syarat-syarat (N1)-
(N4) terpenuhi, dapat dikatakan bahwa fungsi ‖.‖`1 adalah
norma pada `1 dan ruang `1 merupakan ruang bernorma.
Teorema 4.1.4. [3,6] Ruang `1 adalah ruang Banach dengan
norma baku.
Bukti. Menurut Definisi 2.2.7, akan ditunjukkan bahwa
ruang `1 merupakan ruang bernorma yang setiap barisan
Cauchynya mempunyai limit di `1. Telah ditunjukkan pada
Teorema 4.1.3 bahwa `1 merupakan ruang bernorma dengan
norma baku. Dengan demikian, cukup ditunjukkan bahwa
setiap barisan Cauchy di`1 mempunyai limit di `1.
Misalkan (x¯n) adalah barisan Cauchy di `
1 dengan x¯n =
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(xn1, xn2, . . .). Selanjutnya bila diberikan sebarang ε > 0
terdapat bilangan asli N sedemikian hingga untuk m,n ≥ N
berlaku
‖x¯m − x¯n‖`1 =
∞∑
i=1
|xmi − xni| < ε. (4.2)
Akibatnya untuk suatu i ∈ N tetap diperoleh
|xmi − xni| < ε untuk m,n ≥ N. (4.3)
Dari (4.3) dapat dikatakan bahwa (x1i, x2i, . . .) adalah barisan
Cauchy di R. Karena R lengkap sehingga dapat dikatakan
bahwa xni → xi saat n → ∞. Kemudian didefinisikan
x¯ = (x1, x2, . . .).
Langkah berikutnya adalah menunjukkan bahwa x¯ ∈ `1
dan x¯n → x¯. Dari (4.2) untuk m,n ≥ N diperoleh
k∑
i=1
|xmi − xni| < ε (k = 1, 2, . . .).
Ketika m→∞, untuk n ≥ N diperoleh
k∑
i=1
|xni − xi| < ε (k = 1, 2, . . .).
Selanjutnya, saat k →∞ dan n ≥ N diperoleh
∞∑
i=1
|xni − xi| < ε <∞. (4.4)
Hal ini menunjukkan bahwa x¯n−x¯ = (xni−xi) ∈ `1. Misalkan
x¯ = x¯n + (x¯− x¯n). Karena x¯n ∈ `1 dan dengan menggunakan
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pertidaksamaan Minkowski diperoleh
∞∑
i=1
|xi| =
∞∑
i=1
|xni + (xi − xni)|
≤
∞∑
i=1
|xni|+
∞∑
i=1
|xi − xni|
=
∞∑
u=1
|xni|+
∞∑
i=1
|xni − xi|
< ε+ ε
= 2ε
<∞.
Artinya x¯ = x¯n + (x¯− x¯n) ∈ `1 dan (4.4) menunjukkan bahwa
x¯n → x¯. Karena (x¯n) adalah sebarang barisan Cauchy di
`1 dapat disimpulkan bahwa `1 adalah ruang bernorma yang
lengkap. Jadi, ruang bernorma `1 adalah ruang Banach.
Berikutnya adalah pembahasan mengenai ruang C[a, b].
4.2 Ruang C[a, b]
Pada bagian ini akan dibahas mengenai definisi ruang
C[a, b], ruang bernorma C[a, b], dan ruang Banach C[a, b].
Definisi 4.2.1. [3,6] Himpunan C[a, b] adalah himpunan dari
semua fungsi bernilai real yang didefinisikan pada selang
[a, b] ⊆ R dan kontinu pada selang [a, b].
Berikut ini disajikan teorema terkait kontinuitas suatu fungsi.
Teorema 4.2.2. [8] Diberikan A ⊆ R, f : A→ R, g : A→ R,
dan b ∈ R. Misalkan c ∈ A dan f, g merupakan fungsi kontinu
di c maka f + g dan bf merupakan fungsi kontinu di c.
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Teorema 4.2.3. [8] Diberikan A ⊆ R, f : A → R, dan
B ⊆ A. Fungsi f dikatakan kontinu pada B jika f kontinu di
setiap titik dari B.
Beberapa sifat dari ruang C[a, b] tercantum pada teorema-
teorema berikut ini.
Teorema 4.2.4. [3,6] Himpunan C[a, b] merupakan ruang
vektor atas R.
Bukti. Untuk menunjukkan C[a, b] adalah ruang vektor atas
R akan ditunjukkan bahwa C[a, b] merupakan subruang linear
dari B[a, b]. Menurut Definisi 4.2.1, jelas bahwa C[a, b] 6= ∅
dan C[a, b] ⊆ B[a, b] sebab terdapat fungsi θ ∈ C[a, b] dengan
θ = θ(t) = 0 untuk setiap t ∈ [a, b]. Demikian pula, fungsi
θ ∈ B[a, b].
Selanjutnya, akan dilakukan uji subruang sebagaimana
pada Definsi 2.1.5. Ambil sebarang f, g ∈ C[a, b] dan
α, β ∈ R. Berdasarkan Teorema 4.2.2 dan 4.2.3 diperoleh
αf + βg ∈ C[a, b]. Ini berarti, himpunan C[a, b] merupakan
subruang linear dari B[a, b]. Hal ini juga menunjukkan bahwa
C[a, b] merupakan ruang vektor atas R.
Teorema 4.2.5. [3,6] Diberikan ruang vektor C[a, b] dan
didefinisikan suatu fungsi ‖.‖
C[a,b]
sebagai berikut:
‖f‖
C[a,b]
:= sup
t∈[a,b]
|f(t)|, f ∈ C[a, b].
Fungsi ‖.‖
C[a,b]
merupakan norma pada C[a, b] dan biasa
disebut norma supremum atau norma baku pada C[a, b] dan
biasa ditulis ‖.‖∞. Pasangan (C[a, b], ‖.‖∞) merupakan ruang
bernorma.
Bukti. Akan ditunjukkan bahwa fungsi ‖.‖∞ merupakan
norma pada C[a, b]. Dengan kata lain, akan ditunjukkan
bahwa ‖.‖∞ memenuhi syarat-syarat yang ada pada Definsi
2.2.1. Ambil sebarang f, g ∈ C[a, b] dan α ∈ R.
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(N1) ‖f‖∞ = sup
t∈[a,b]
|f(t)| ≥ 0
sebab |f(t)| ≥ 0,∀t ∈ [a, b] berakibat
sup
t∈[a,b]
|f(t)| ≥ 0.
Jadi, ‖f‖∞ ≥ 0
(N2) Jika ‖f‖∞ = 0 berarti
sup
t∈[a,b]
|f(t)| = 0. (4.5)
Karena |f(t)| ≥ 0,∀t ∈ [a, b] sehingga satu-satunya yang
memenuhi persamaan (4.5) adalah f(t) = 0,∀t ∈ [a, b]
atau dengan kata lain f = θ.
Sebaliknya, jika f = θ artinya f(t) = 0,∀t ∈ [a, b]
akibatnya |f(t)| = 0, ∀t ∈ [a, b] maka
sup
t∈[a,b]
|f(t)| = 0.
Dengan demikian diperoleh bahwa ‖f‖∞ = 0. Jadi,
dapat ditunjukkan bahwa ‖f‖∞ = 0 jika dan hanya jika
f = θ.
(N3) ‖αf‖∞ = sup
t∈[a,b]
|αf(t)|
= sup
t∈[a,b]
|α||f(t)|
= |α| sup
t∈[a,b]
|f(t)|
= |α|‖f‖∞ .
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(N4) ‖f + g‖∞ = sup
t∈[a,b]
|f(t) + g(t)|
≤ sup
t∈[a,b]
|f(t)|+ sup
t∈[a,b]
|g(t)|
= ‖f‖∞ + ‖g‖∞ .
Jadi, diperoleh ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞ .
Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa ‖.‖∞ merupakan
norma pada C[a, b]. Jadi, C[a, b] adalah ruang bernorma.
Selanjutya diberikan beberapa teorema dan lemma terkait
himpunan C[a, b] yang berguna untuk menunjukkan bahwa
C[a, b] merupakan ruang Banach.
Teorema 4.2.6. [8] Misalkan I := [a, b] adalah suatu selang
terbatas tertutup dan f : I → R adalah fungsi kontinu pada I
maka f terbatas pada I.
Lemma 4.2.7. [8] Suatu barisan fungsi (fn) terbatas
pada A ⊆ R konvergen seragam pada A jika dan hanya
‖fn − f‖∞ → 0.
Teorema 4.2.8. [8] Misalkan (fn) adalah barisan fungsi
kontinu pada himpunan A ⊆ R dan jika (fn) konvergen
seragam pada A ke suatu fungsi f : A → R maka f kontinu
pada A.
Berdasarkan teorema dan lemma tersebut dapat
ditunjukkan bahwa ruang bernorma C[a, b] merupakan
ruang Banach dengan norma supremum.
Teorema 4.2.9. [3] Ruang bernorma C[a, b] adalah ruang
Banach dengan norma supremum.
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Bukti. Pada Teorema 4.2.4, telah ditunjukkan bahwa
C[a, b] dengan norma supremum merupakan ruang bernorma.
Dengan demikian, cukup ditunjukkan bahwa C[a, b] adalah
ruang bernorma yang lengkap. Misalkan barisan (fn) adalah
barisan Cauchy di C[a, b], hal ini berarti untuk sebarang ε > 0
terdapat bilangan asli N sedemikian hingga n,m ≥ N berlaku
‖fm − fn‖∞ = sup
t∈[a,b]
|fm(t)− fn(t)| < ε. (4.6)
Untuk sebarang t = t0 ∈ [a, b] tetap diperoleh
|fm(t0)− fn(t0)| < ε untuk m,n ≥ N.
Artinya barisan (f1(t0), f2(t0), . . .) adalah barisan Cauchy
di R. Karena R lengkap akibatnya barisan ini konvergen,
misalkan fn(t0) → f(t0) saat n → ∞. Hal ini tetap
dapat dilakukan untuk setiap t ∈ [a, b] diperoleh f(t) yang
mendefinisikan suatu fungsi f pada [a, b].
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa f ∈ C[a, b] dan
fn → f . Dari (4.6) dengan m→∞ diperoleh
sup
t∈[a,b]
|f(t)−fn(t)| = sup
t∈[a,b]
|fn(t)−f(t)| < ε untuk n ≥ N.
Menurut Lemma 4.2.7 barisan (fn(t)) konvergen seragam
ke f(t) pada [a, b]. Karena fn adalah fungsi-fungsi yang
kontinu pada [a, b] dan konvergensinya seragam sehingga limit
fungsinya, yaitu f kontinu di [a, b] berdasarkan Teorema 4.2.8.
Jadi, f ∈ C[a, b] dan fn → f . Hal ini menunjukkan bahwa
C[a, b] adalah ruang bernorma lengkap norma ‖.‖∞ . Dengan
demikian, C[a, b] adalah ruang Banach.
Pada sub bab berikutnya akan dibahas mengenai ruang
C ′[a, b] beserta sifat-sifatnya.
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4.3 Ruang C ′[a, b]
Ruang C ′[a, b] dalam tugas akhir ini digunakan sebagai
domain dari operator linear yang akan diselidiki sifat
kekontinuan dan keterbatasannya pada ruang bernorma cone.
Sama halnya dengan ruang C[a, b], pada bagian ini akan
dibahas mengenai definisi ruang C ′[a, b], ruang bernorma
C ′[a, b] , dan ruang Banach C ′[a, b].
Definisi 4.3.1. [3] C ′[a, b] adalah himpunan dari semua
fungsi bernilai real yang turunan pertamanya ada dan
turunannya kontinu pada selang [a, b] ⊆ R.
Adapun beberapa sifat terkait fungsi yang terdifferensial
(dapat diturunkan) tercantum dalam teorema berikut ini.
Teorema 4.3.2. [8] Diberikan I ⊆ R adalah suatu interval,
c ∈ I, f : I → R, dan g : I → R keduanya merupakan fungsi
yang dapat diturunkan di c maka berlaku:
(a) Jika α ∈ R maka fungsi αf adalah fungsi yang dapat
diturunkan di c dan (αf)′(c) = αf ′(c).
(b) fungsi f + g dapat diturunkan di c dan (f + g)′(c) =
f ′(c) + g′(c).
Ruang C ′[a, b] merupakan ruang bernorma. Hal ini dapat
dilihat pada teorema berikut ini.
Teorema 4.3.3. [3] Diberikan ruang C ′[a, b] serta
didefinisikan fungsi ‖.‖
C′ sebagai berikut:
‖f‖
C′ := sup
t∈[a,b]
|f(t)|+ sup
t∈[a,b]
|f ′(t)|
atau dengan kata lain
‖f‖
C′ := ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞ , ∀f ∈ C ′[a, b].
Fungsi ‖.‖
C′ merupakan norma pada C
′[a, b]. Lebih lanjut,
C ′[a, b] merupakan ruang bernorma.
39
Bukti. Terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa C ′[a, b]
merupakan ruang vektor atas R. Berdasarkan Definisi 4.3.1
jelas bahwa C ′[a, b] ⊆ C[a, b] dan C ′[a, b] 6= ∅. Selanjutnya,
akan dilakukan uji subruang yaitu untuk semua f, g ∈ C ′[a, b]
dan α, β ∈ R berlaku αf + βg ∈ C ′[a, b]. Dari Teorema 4.2.2,
4.2.3, dan 4.3.2 diperoleh bahwa αf + βg merupakan fungsi
yang dapat diturunkan pada [a, b] dan turunan pertamanya
kontinu pada [a, b]. Dengan kata lain, αf + βg ∈ C ′[a, b]. Hal
ini menunjukkan bahwa C ′[a, b] adalah subruang linear dari
C[a, b] sehingga C ′[a, b] merupakan ruang vektor atas R.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa fungsi ‖.‖
C′
merupakan norma pada C ′[a, b]. Berarti akan ditunjukkan
bahwa ‖.‖
C′ memenuhi syarat-syarat pada Definsi 2.2.1.
Ambil sebarang f, g ∈ C ′[a, b] dan α ∈ R.
(N1) ‖f‖
C′ = sup
t∈[a,b]
|f(t)|+ sup
t∈[a,b]
|f ′(t)| ≥ 0
sebab |f(t)| ≥ 0,∀t ∈ [a, b] berakibat |f ′(t)| ≥ 0,
∀t ∈ [a, b]. Demikian pula
sup
t∈[a,b]
|f(t)|+ sup
t∈[a,b]
|f ′(t)| ≥ 0.
Jadi, ‖f‖
C′ ≥ 0
(N2) Jika ‖f‖
C′ = 0 berarti
sup
t∈[a,b]
|f(t)|+ sup
t∈[a,b]
|f ′(t)| = 0. (4.7)
Karena |f(t)| ≥ 0 berakibat |f ′(t)| ≥ 0,∀t ∈ [a, b]
sehingga satu-satunya yang memenuhi persamaan (4.7)
adalah f(t) = 0,∀t ∈ [a, b] atau dengan kata lain f = θ.
Sebaliknya, jika f = θ artinya f(t) = 0,∀t ∈ [a, b]
akibatnya |f(t)| = |f ′(t)| = 0,∀t ∈ [a, b] maka
sup
t∈[a,b]
|f(t)|+ sup
t∈[a,b]
|f ′(t)| = 0.
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Jadi, ‖f‖
C′ = 0. Dengan demikian dapat dikatakan
bahwa ‖f‖
C′ = 0 jika dan hanya jika f = θ.
(N3) ‖αf‖C′ = ‖αf‖∞ + ‖αf ′‖∞
= |α|‖f‖∞ + |α|‖f ′‖∞
= |α|‖f‖∞ + |α|‖f ′‖∞
= |α|(‖f‖∞ + ‖f ′‖∞)
= |α|‖f‖
C′ .
(N4) ‖f + g‖C′ = ‖f + g‖∞ + ‖f ′ + g′‖∞
≤ (‖f‖∞ + ‖g‖∞) + (‖f ′‖∞ + ‖g′‖∞)
= (‖f‖∞ + ‖f ′‖∞) + (‖g‖∞ + ‖g′‖∞)
= ‖f‖
C′ + ‖g‖C′ .
Jadi, diperoleh ‖f + g‖
C′ ≤ ‖f‖C′ + ‖g‖C′ .
Dengan terpenuhinya syarat-syarat (N1)-(N4) dapat
dikatakan bahwa ‖.‖
C′ adalah norma pada C
′[a, b]. Lebih
lanjut, (C ′[a, b], ‖.‖
C′ ) merupakan ruang bernorma.
Berikutnya akan ditunjukkan bahwa ruang C ′[a, b]
merupakan ruang Banach. Namun sebelumnya, diberikan
lemma yang berguna untuk menunjukkan bahwa C ′[a, b]
adalah ruang Banach.
Lemma 4.3.4. [8] Misalkan (fn) adalah barisan fungsi
terbatas pada A ⊆ R. Barisan fungsi (fn) konvergen seragam
pada A ke fungsi terbatas f jika dan hanya jika untuk setiap
ε > 0 terdapat H(ε) ∈ N sedemikian hingga untuk semua
m,n ≥ H(ε) berlaku ‖fm − fn‖∞ ≤ ε.
Bila diperhatikan, ruang C ′[a, b] ⊆ C[a, b] ⊆ B[a, b]. Dengan
demikian, fungsi-fungsi yang berada di C ′[a, b] terbatas pada
[a, b]. Dengan kata lain, barisan fungsi (fn) di C
′[a, b]
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konvergen seragam pada [a, b] ke f ∈ C ′[a, b] jika dan hanya
jika barisan (fn) merupakan barisan Cauchy di C
′[a, b] dengan
norma supremum.
Teorema 4.3.5. Ruang bernorma C ′[a, b] adalah ruang
Banach dengan norma ‖.‖
C′
Bukti. Akan ditunjukkan bahwa ruang bernorma C ′[a, b]
merupakan ruang Banach berarti akan ditunjukkan bahwa
C ′[a, b] mempunyai sifat bahwa setiap barisan Cauchy di
C ′[a, b] konvergen di C ′[a, b] dengan norma ‖.‖
C′ . Telah
ditunjukkan pada Teorema 4.3.3 bahwa C ′[a, b] merupakan
ruang bernorma, dengan demikian cukup ditunjukkan bahwa
barisan Cauchy di C ′[a, b] mempunyai limit (konvergen) di
C ′[a, b].
Ambil sebarang barisan Cauchy (fn) di C
′[a, b] dengan
norma ‖.‖
C′ . Dengan demikian untuk sebarang ε > 0
terdapat bilangan asli N sedemikian hingga untuk n,m ≥ N
berlaku ‖fn − fm‖C′ < ε. Di lain pihak untuk n,m ≥ N
juga berlaku ‖fn − fm‖∞ ≤ ‖fn − fm‖C′ < ε. Hal ini
berarti barisan (fn) merupakan barisan Cauchy di C[a, b].
Demikian pula ‖f ′n − f ′m‖∞ ≤ ‖fn − fm‖C′ < ε, yang berarti
barian (f ′n) barisan Cauchy di C[a, b]. Telah ditunjukkan
sebelumnya pada Teorema 4.2.9 bahwa C[a, b] adalah ruang
bernorma yang lengkap sehingga sebarang barisan Cauchy di
C[a, b] konvergen di C[a, b]. Menurut Lemma 4.3.4 terdapat
f, g ∈ C[a, b] sedemikian hingga fn ⇒ f dan f ′n ⇒ g dengan
norma supremum.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa f ∈ C ′[a, b] dan
fn → f . Misal untuk sebarang t ∈ [a, b] dan h ∈ R tetap
sedemikian hingga t+ h ∈ [a, b] berlaku
1
h
(f(t+ h)− f(t)) = lim
n→∞
1
h
(fn(t+ h)− fn(t))
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= lim
n→∞
1
h
∫ h
0
f ′n(t+ x)dx.
Karena f ′n ⇒ g akibatnya
1
h
(f(t+ h)− f(t)) = lim
n→∞
1
h
∫ h
0
f ′n(t+ x)dx
=
1
h
∫ h
0
g(t+ x)dx.
dan g ∈ C[a, b] adalah fungsi kontinu pada [a, b] akibatnya
limitnya saat h→ 0 ada. Oleh karena itu diperoleh
f ′(t) = lim
h→∞
1
h
(f(t+ h)− f(t))
= lim
h→∞
1
h
∫ h
0
g(t+ x)dx
= g(t).
Jadi, f ′ = g dan hal ini menunjukkan bahwa f ∈ C ′[a, b].
Untuk menunjukkan fn → f dengan norma C ′ atau
dengan kata lain ‖fn − f‖C′ → 0, berdasarkan Definisi 4.3.3
diperoleh
‖fn − f‖C′ = ‖fn − f‖∞ + ‖f ′n − f ′‖∞ .
Karena fn ⇒ f dan f ′n ⇒ f dengan norma supremum
akibatnya ‖fn − f‖∞ → 0 dan ‖f ′n − f ′‖∞ → 0 saat
n → ∞ sehingga ‖fn − f‖C′ → 0 saat n → ∞. Dengan
demikian, fn → f dengan norma C ′. Karena (fn) adalah
sebarang barisan Cauchy di C ′[a, b] berarti C ′[a, b] adalah
ruang bernorma lengkap. Jadi, ruang bernorma C ′[a, b]
merupakan ruang Banach dengan norma ‖.‖
C′ .
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4.4 Himpunan Cone P`1
Sebelum membahas mengenai ruang bernorma cone
C ′[a, b] bernilai `1 dan ruang bernorma cone C[a, b] bernilai `1
akan dicari himpunan cone dari `1. Pada bagian ini dibahas
mengenai himpunan cone P`1 yang merupakan himpunan cone
dari `1.
Teorema 4.4.1. [2] Diberikan ruang Banach `1 dan P`1 ⊆ `1
yang didefinisikan
P`1 := {x¯ ∈ `1 : x¯ = (xi) = (x1, x2, . . .), xi ≥ 0,∀i ∈ N}.
Himpunan P`1 adalah himpunan cone normal dari ruang
Banach `1 dengan konstanta normal 1.
Bukti. Akan ditunjukkan bahwa P`1 merupakan himpunan
cone dari `1 kemudian akan ditunjukkan bahwa P`1 merupakan
cone normal dengan konstanta normal 1. Berdasarkan Definisi
2.3.1 akan ditunjukkan bahwa P`1 memenuhi syarat-syarat
(C1)-(C3).
(C1) Pertama, akan ditunjukkan bahwa P`1 6= ∅.
Pilih y¯ = (12 ,
1
4 , . . .) ∈ P`1 . Hal ini menunjukkan bahwa
P`1 6= ∅ dan P`1 6= {0¯}, dengan 0¯ = (0, 0, . . .) adalah
vektor nol di `1.
Kedua, akan ditunjukkan bahwa P`1 ⊆ `1.
Berdasarkan definisi dari P`1 jelas bahwa P`1 ⊆ `1 sebab
jika diambil sebarang x¯ ∈ P`1 maka x¯ ∈ `1.
Ketiga, akan ditunjukkan bahwa P`1 adalah himpunan
tertutup.
Misalkan (x¯n) adalah sebarang barisan di P`1 yang
konvergen ke x¯ = (x1, x2, . . .). Akan ditunjukkan bahwa
x¯ ∈ P`1 . Barisan (x¯n) konvergen ke x¯, artinya untuk
sebarang ε > 0 terdapat bilangan asli N sedemikian
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hingga untuk n ≥ N berlaku
‖x¯n − x¯‖`1 =
∞∑
i=1
|xni − xi| < ε. (4.8)
Dari (4.8) dapat dikatakan x¯n − x¯ = (xni − xi) ∈ `1.
Misalkan x¯ := x¯n + (x¯ − x¯n). Di lain pihak, x¯n ∈ P`1
akibatnya x¯n ∈ `1. Dari pertidaksamaan Minkowski
didapatkan
∞∑
i=1
|xi| =
∞∑
i=1
|xni + (xi − xni)|
≤
∞∑
i=1
|xni|+
∞∑
i=1
|xni − xi|
< ∞.
Jadi, x¯ = (xi) ∈ `1. Kemudian, akan ditunjukkan
bahwa x¯ = (xi) ∈ P`1 . Dengan kontradiksi, andaikan
kesimpulan salah yaitu x¯ = (xi) 6∈ P`1 . Artinya terdapat
i tertentu sehingga xi < 0. Dari (4.8) dapat diperoleh
|xi − xni| < ε atau −ε < xni − xi < ε. Bila dimisalkan
xi = −x∗i dengan x∗i positif akan diperoleh xni + x∗i < ε
sehingga x∗i < ε − xni. Karena nilai ε adalah sebarang
sehingga dapat dipilih ε := xni akibatnya x
∗
i < 0 atau x
∗
i
bernilai negatif. Hal ini kontradiksi dengan pernyataan
x∗i positif. Jadi, yang benar adalah x¯ = (xi) ∈ P`1 .
Dengan demikian, sebarang barisan (x¯n) konvergen ke
x¯ ∈ P`1 . Dengan kata lain, himpunan P`1 tertutup.
(C2) Akan ditunjukkan bahwa untuk α, β ∈ R, α, β ≥ 0
dan x¯, y¯ ∈ P`1 berakibat αx¯ + βy¯ ∈ P`1 . Dengan
kata lain akan ditunjukkan bahwa jumlahan absolut
dari nilai-nilai barisan αx¯ + βy¯ konvergen. Ambil
sebarang x¯, y¯ ∈ P`1 artinya x¯ = (xi), y¯ = (yi) dengan
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xi, yi ≥ 0,∀i ∈ N sedemikian hingga
∑∞
i=1 |xi| < ∞
dan
∑∞
i=1 |yi| < ∞. Dengan α, β ∈ R dan α, β ≥ 0
akibatnya
αx¯+ βy¯ = α(xi) + β(yi)
= (αxi) + (βyi)
= (αxi + βyi).
Karena α, β, xi, yi ≥ 0 ∈ R untuk i ∈ N berakibat
αxi + βyi ≥ 0 ∈ R dan dari pertidaksamaan Minkowski
diperoleh
∞∑
i=i
|αxi + βyi| ≤
∞∑
i=1
|αxi|+
∞∑
i=1
|βyi|
= α
∞∑
i=1
|xi|+ β
∞∑
i=1
|yi|
< ∞.
Dengan demikian, αx¯+ βy¯ ∈ P`1 .
(C3) Selanjutnya akan dicari himpunan −P`1 sedemikian
hingga P`1 ∩ −P`1 = {0¯}. Berdasarkan definisi P`1
satu-satunya yang memenuhi P`1 ∩ −P`1 = {0¯} adalah
himpunan
−P`1 = {−x¯ ∈ `1 : −x¯ = (−xi) = (−x1,−x2, . . .), xi ≥ 0,∀i ∈ N}.
Jadi, diperoleh himpunan −P`1 = {−x¯ ∈ `1 : −x¯ =
(−xi) = (−x1,−x2, . . .), xi ≥ 0,∀i ∈ N} sedemikan
hingga P`1 ∩ −P`1 = {0¯}.
Karena syarat-syarat (C1)-(C3) dipenuhi bagi himpunan P`1 .
Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa himpunan P`1
adalah himpunan cone.
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Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa P`1 adalah himpunan
cone normal dengan konstanta normal 1. Ambil sebarang
x¯, y¯ ∈ `1 yang memenuhi 0¯  x¯  y¯. Hal ini berarti
y¯ − x¯ ∈ P`1 . Di sisi lain, y¯ = (yi) dan x¯ = (xi) untuk i ∈ N
sehingga y¯ − x¯ = (yi) − (xi) = (yi − xi) ∈ P`1 , yang berarti
yi − xi ≥ 0,∀i ∈ N . Oleh karena itu, diperoleh yi ≥ xi,
∀i ∈ N. Akibatnya ∑∞i=1 |xi| ≤ ∑∞i=1 |yi| atau dengan kata
lain ‖x¯‖ ≤ ‖y¯‖. Jadi, diperoleh konstanta normal K = 1.
Notasi yang digunakan dalam himpunan cone, terutama
”” berkaitan dengan interior dari himpunan cone itu sendiri.
Telah diperoleh bahwa P`1 merupakan himpunan cone dari `
1.
Oleh karena itu, akan dicari interior dari himpunan cone P`1 .
Hal ini tercantum dalam teorema berikut ini.
Teorema 4.4.2. Himpunan semua titik interior dari P`1
adalah himpunan
{x¯ ∈ `1 : x¯ = (xi), xi > 0,∀i ∈ N}.
Untuk selanjutnya, interior dari P`1 dinotasikan dengan
intP`1.
Bukti. Jelas bahwa P`1 ⊆ `1 dan persekitaran δ dari x¯ ∈ P`1
adalah
B(x¯, δ) =
{
y¯ ∈ `1 : ‖x¯− y¯‖`1 =
∞∑
i=1
|xi − yi| < δ
}
untuk suatu δ > 0. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa
setiap titik di intP`1 adalah titik interior dari P`1 . Jelas bahwa
intP`1 ⊆ P`1 . Ambil sebarang x¯ ∈ intP`1 , dari Contoh 2.2.17
diperoleh δ > 0 dengan
δ = min{‖x¯− y¯‖`1} = min
{ ∞∑
i=1
|xi − yi|
}
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untuk y¯ ∈ ∂P`1 = {z¯ ∈ `1 : z¯ = (zi), zi = 0, i ∈ N}
sedemikian hingga B(x¯, δ) ⊆ P`1 , ini berarti titik x¯ ∈ intP`1
adalah titik interior dari P`1 . Karena pemilihan x¯ ∈ intP`1
sebarang sehingga dapat disimpulkan bahwa setiap titik di
intP`1 adalah titik interior dari P`1 .
Kemudian, akan ditunjukkan bahwa ∂P`1 bukan titik
interior dari P`1 . Andaikan setiap titik di ∂P`1 adalah titik
interior dari P`1 berarti untuk setiap x¯ ∈ ∂P`1 terdapat δ > 0
sedemikian hingga B(x¯, δ) ⊆ P`1 . Tetapi untuk 0¯ ∈ ∂P`1
diperoleh
δ = min{‖0¯− z¯‖`1}
= min
{ ∞∑
i=1
|0− zi|
}
= min
{ ∞∑
i=1
|zi|
}
= 0
sebab terdapat z¯ = 0¯ ∈ ∂P`1 . Hal ini menunjukkan
kontradiksi dengan pernyataan δ > 0. Jadi, ∂P`1 bukan titik
interior dari P`1 .
Pembahasan selanjutnya adalah ruang bernorma cone C ′[a, b]
bernilai `1 dan ruang bernorma cone C[a, b] bernilai `1.
4.5 Ruang Bernorma Cone C[a, b] Bernilai `1
Gordji, dkk telah menyebutkan dalam [2] bahwa sebarang
ruang bernorma (X, ‖.‖X ) dapat dikonstruksi suatu norma
cone yang bernilai `1 dengan mendefinsikan fungsi norma cone
‖x‖`
1
X
:=
(‖x‖X
2
,
‖x‖X
22
, . . .
)
=
(‖x‖X
2n
)
,
48
untuk setiap x ∈ X. Dalam tugas akhir ini, penulis mengambil
ruang bernorma C[a, b] dan C ′[a, b]. Pada sub bab ini akan
dijelaskan mengenai ruang bernorma cone C[a, b] bernilai `1.
Teorema 4.5.1. Diberikan ruang bernorma C[a, b] dengan
norma supremum ‖.‖∞ dan fungsi ‖.‖`1C : C[a, b]→ `1 yang
didefinisikan untuk setiap f ∈ C[a, b] berlaku
‖f‖`1
C
:=
(‖f‖∞
2
,
‖f‖∞
22
, . . .
)
=
(‖f‖∞
2n
)
dengan n ∈ N. Fungsi ‖.‖`1
C
merupakan norma cone pada
C[a, b]. Pasangan (C[a, b], ‖.‖`1
C
) disebut ruang bernorma
cone C[a, b] bernilai `1 atau singkatnya ruang bernorma cone
C[a, b].
Bukti. Sebelumnya akan ditunjukkan bahwa fungsi ‖.‖∞
adalah fungsi well-defined.
(a) Ambil sebarang f ∈ C[a, b] sehingga ‖f‖`1
C
=
(‖f‖∞
2n
)
untuk setiap n ∈ N. Akan ditunjukkan bahwa
‖f‖`1
C
∈ `1, dengan kata lain akan ditunjukkan bahwa
∞∑
n=1
∣∣∣∣‖f‖∞2n
∣∣∣∣ <∞.
Karena ‖f‖∞ ≥ 0 dan 2n > 0 untuk setiap n ∈ N
akibatnya
∞∑
n=1
∣∣∣∣‖f‖∞2n
∣∣∣∣ = ∞∑
n=1
‖f‖∞
2n
= ‖f‖∞
∞∑
n=1
1
2n
= ‖f‖∞ 1
= ‖f‖∞ .
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Di sisi lain, karena f ∈ C[a, b] sehingga f terbatas pada
[a, b] akibatnya
∑∞
n=1
∣∣∣‖f‖∞2n ∣∣∣ = ‖f‖∞ <∞. Jadi, untuk
sebarang f ∈ C ′[a, b] diperoleh ‖f‖`1
C
=
(‖f‖∞
2n
)
∈ `1.
(b) Diberikan f, g ∈ C[a, b] dan f = g berarti f(t) = g(t),
∀t ∈ [a, b] akibatnya ‖f‖∞ = ‖g‖∞ . Hal ini juga
berakibat
(‖f‖∞
2n
)
=
(‖g‖∞
2n
)
, ∀n ∈ N sehingga
‖f‖`1
C
= ‖g‖`1
C
. Jadi, untuk sebarang f, g ∈ C[a, b] dan
f = g berakibat ‖f‖`1
C
= ‖g‖`1
C
.
Dari (a) dan (b) dapat disimpulkan bahwa fungsi ‖.‖`1
C
merupakan fungsi yang well-defined. Selanjutnya, akan
ditunjukkan bahwa fungsi ‖.‖`1
C
merupakan norma cone pada
C[a, b]. Menurut Definisi 2.3.9, akan ditunjukkan bahwa ‖.‖`1
C
memenuhi syarat-syarat (NC1)-(NC3).
(NC1) Akan ditunjukkan bahwa untuk sebarang f ∈ C[a, b]
berakibat ‖f‖`1
C
 0¯. Telah ditunjukkan sebelumnya
dalam Teorema 4.2.4 bahwa ‖.‖∞ adalah norma pada
C[a, b] akibatnya ‖f‖∞2n ≥ 0, untuk semua n ∈ N. Hal ini
berarti ‖f‖`1
C
 0¯.
Selanjutnya, diberikan ‖f‖`1
C
= 0¯, ∀f ∈ C[a, b], artinya(‖f‖∞
2n
)
= 0¯ sehingga ‖f‖∞2n = 0, ∀n ∈ N. Satu-satunya
yang memenuhi adalah jika ‖f‖∞ = 0. Karena ‖.‖∞
adalah norma pada C[a, b] sehingga diperoleh f = θ
dengan θ adalah vektor nol pada C[a, b].
Sebaliknya, jika f = θ berarti f(t) = 0, ∀t ∈ [a, b]
sehingga ‖f‖∞ = 0. Akibatnya
‖f‖`1
C
=
(‖f‖∞
2n
)
= (0, 0, . . .) = 0¯
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untuk n ∈ N.
Jadi, diperoleh ‖f‖`1
C
 0¯, ∀f ∈ C[a, b] dan ‖f‖`1
C
=
0¯⇐⇒ f = θ .
(NC2) Ambil sebarang f ∈ C[a, b] dan α ∈ R berlaku
‖αf‖`1
C
=
(‖αf‖∞
2n
)
=
( |α|‖f‖∞
2n
)
= |α|
(‖f‖∞
2n
)
= |α|‖f‖`1
C
.
Jadi, diperoleh ‖αf‖`1
C
= |α|‖f‖`1
C
.
(NC3) Berikutnya ambil sebarang f1, f2 ∈ C[a, b] akan
ditunjukkan bahwa ‖f1 +f2‖`1C  ‖f1‖`
1
C
+‖f2‖`1C . Untuk
menunjukknnya, akan lebih mudah jika terlebih dahulu
ditunjukkan
‖f1+f2‖`1C  ‖f1‖`
1
C
+‖f2‖`1C ⇐⇒ ‖f1+f2‖∞ ≤ ‖f1‖∞+‖f2‖∞ .
Misal diberikan ‖f1 + f2‖`1C  ‖f1‖`
1
C
+ ‖f2‖`1C berarti
‖f1‖`1C + ‖f2‖`
1
C
− ‖f1 + f2‖`1C ∈ P`1 . Dengan kata lain
‖f1‖`
1
C
+ ‖f2‖`
1
C
− ‖f1 + f2‖`
1
C
=
(‖f1‖∞
2n
)
+
(‖f2‖∞
2n
)
−
(‖f1 + f2‖∞
2n
)
=
(‖f1‖∞ + ‖f2‖∞ − ‖f1 + f2‖∞
2n
)
∈ P`1 .
Berarti
‖f1‖∞ + ‖f2‖∞ − ‖f1 + f2‖∞
2n
≥ 0, ∀n ∈ N.
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Pertidaksamaan ini dipenuhi jika ‖f1‖∞ + ‖f2‖∞−
‖f1 + f2‖∞ ≥ 0 sehingga diperoleh ‖f1‖∞ +
‖f2‖∞≥ ‖f1 + f2‖∞ yang dapat ditulis ulang sebagai
‖f1 + f2‖∞ ≤ ‖f1‖∞ + ‖f2‖∞ .
Sebaliknya, jika diberikan ‖f1 + f2‖∞ ≤ ‖f1‖∞ + ‖f2‖∞
berarti ‖f1‖∞ + ‖f2‖∞ − ‖f1 + f2‖∞ ≥ 0. Akibatnya
untuk setiap n ∈ N berlaku ‖f1‖∞+‖f2‖∞−‖f1+f2‖∞2n ≥ 0
dan
∞∑
n=1
∣∣∣∣‖f1‖∞ + ‖f2‖∞ − ‖f1 + f2‖∞2n
∣∣∣∣ = ‖f1‖∞+‖f2‖∞−‖f1+f2‖∞ ≥ 0.
Ini berarti
(‖f1‖∞+‖f2‖∞−‖f1+f2‖∞
2n
)
∈ P`1 . Dapat juga
dituliskan dalam bentuk(‖f1‖∞
2n
)
+
(‖f2‖∞
2n
)
−
(‖f1 + f2‖∞
2n
)
= ‖f1‖`1C +‖f2‖`
1
C
−‖f1+f2‖`1C .
Dengan demikian, ‖f1‖`1C + ‖f2‖`
1
C
− ‖f1 + f2‖`1C ∈ P`1
sehingga diperoleh
‖f1 + f2‖`1C  ‖f1‖`
1
C
+ ‖f2‖`1C .
Jadi, ‖f1 + f2‖`1C  ‖f1‖`
1
C
+ ‖f2‖`1C .
Dengan demikian, syarat-syarat (NC1)-(NC3) terpenuhi.
Jadi, fungsi ‖.‖`1
C
merupakan norma cone pada C[a, b].
Berdasarkan sifat konvergensi barisan dan barisan Cauchy
di ruang bernorma C[a, b] dapat diperoleh suatu keterkaitan
antara ruang bernorma C[a, b] dengan ruang bernorma cone
C[a, b] yang disajikan dalam proposisi berikut ini.
Proposisi 4.5.2. Diberikan ruang bernorma cone C[a, b]
dan f ∈ C[a, b]. Jika (fn) adalah barisan di C[a, b] maka
pernyataan berikut berlaku:
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(a) Barisan (fn) dalam ruang bernorma cone C[a, b]
konvergen ke f ∈ C[a, b] jika dan hanya jika barisan
(fn) dalam ruang bernorma C[a, b] konvergen ke f .
(b) Barisan (fn) adalah barisan Cauchy dalam ruang
bernorma cone C[a, b] jika dan hanya jika barisan (fn)
adalah barisan Cauchy dalam ruang bernorma C[a, b].
Bukti.
(a) Misalkan barisan (fn) dalam ruang bernorma cone
(C[a, b], ‖.‖`1
C
) konvergen ke f artinya untuk sebarang
c¯ ∈ `1 dengan c¯  0¯ terdapat bilangan asli N
sedemikian hingga ‖fn − f‖`1C  c¯ untuk semua n ≥ N .
Jadi, untuk n ≥ N berlaku
(‖fn−f‖∞
2k
)
 (ck) dengan
k ∈ N. Di lain pihak, untuk sebarang ε > 0 ambil suatu
c¯ε ∈ intP`1 sedemikian hingga
∑∞
k=1 |cεk | = ε akibatnya∑∞
k=1
∣∣∣‖fn−f‖∞2k ∣∣∣ < ∑∞k=1 |cεk | = ε. Dengan kata lain,
‖fn − f‖∞ < ε. Hal ini berarti barisan (fn) konvergen
ke f di (C[a, b], ‖.‖∞). Sebaliknya, jika diberikan
barisan (fn) dalam ruang bernorma (C[a, b], ‖.‖∞) yang
konvergen ke f artinya untuk sebarang ε > 0 terdapat
bilangan asli N sedemikian hingga untuk n ≥ N berlaku
‖fn − f‖∞ < ε. Di lain pihak, ∀c¯ ∈ `1, c¯ 0¯ dengan
c¯ = (ck) untuk k ∈ N ambil suatu εc¯ sedemikian
hingga ‖fn−f‖∞
2k
< ck untuk setiap k ∈ N. Dengan
demikian untuk n ≥ N berlaku ‖fn−f‖∞
2k
< ck untuk
setiap k ∈ N. Karena c¯ 0¯ berarti c¯ ∈ intP`1 sehingga
ck > 0,∀k ∈ N. Demikian pula, ‖fn − f‖∞ ≥ 0
berakibat ‖fn−f‖∞
2k
≥ 0 dan ck − ‖fn−f‖∞2k > 0 untuk
setiap k ∈ N. Ini berarti (ck) −
(‖fn−f‖∞
2k
)
∈ intP`1
atau dapat dituliskan c¯ − ‖fn − f‖`1C ∈ intP`1 . Jadi,
‖fn − f‖`1C  c¯.
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(b) Misalkan barisan (fn) adalah barisan Cauchy dalam
ruang bernorma cone (C[a, b], ‖.‖`1
C
) artinya untuk
sebarang c¯ ∈ `1 dengan c¯  0¯ terdapat bilangan
asli N sedemikian hingga ‖fn − fm‖`1C  c¯ untuk
semua n,m ≥ N . Jadi, untuk n,m ≥ N
berlaku
(‖fn−fm‖∞
2k
)
 (ck) dengan k ∈ N. Di
lain pihak, untuk sebarang ε > 0 ambil suatu
c¯ε ∈ intP`1 sedemikian hingga
∑∞
k=1 |cεk | = ε akibatnya∑∞
k=1
∣∣∣‖fn−fm‖∞2k ∣∣∣ <∑∞k=1 |cεk | = ε. Dengan kata lain,
‖fn − fm‖∞ < ε. Hal ini berarti barisan (fn) adalah
barisan Cauchy dalam ruang bernorma (C[a, b], ‖.‖∞).
Sebaliknya, jika diberikan barisan (fn) adalah barisan
Cauchy dalam ruang bernorma (C[a, b], ‖.‖∞) artinya
untuk sebarang ε > 0 terdapat bilangan asli
N sedemikian hingga untuk n,m ≥ N berlaku
‖fn − fm‖∞ < ε. Di lain pihak, ∀c¯ ∈ `1, c¯ 0¯ dengan
c¯ = (ck) untuk k ∈ N ambil suatu εc¯ sedemikian hingga
‖fn−fm‖∞
2k
< ck untuk setiap k ∈ N. Dengan demikian
untuk n,m ≥ N berlaku ‖fn−fm‖∞
2k
< ck untuk setiap
k ∈ N. Karena c¯  0¯ berarti c¯ ∈ intP`1 sehingga
ck > 0,∀k ∈ N. Demikian pula, ‖fn − fm‖∞ ≥ 0
berakibat ‖fn−fm‖∞
2k
≥ 0 dan ck − ‖fn−fm‖∞2k > 0 untuk
setiap k ∈ N. Ini berarti (ck) −
(‖fn−fm‖∞
2k
)
∈ intP`1
atau dapat dituliskan c¯− ‖fn − fm‖`1C ∈ intP`1 . Jadi,
‖fn − fm‖`1C  c¯.
Contoh 4.5.3. Diberikan (fn) ⊆ (C[a, b], ‖.‖`1C ) dengan
fn(t) :=
t
n + b, ∀t ∈ [a, b] ⊆ R. Barisan (fn) konvergen ke
f(t) := b untuk t ∈ [a, b] dan merupakan barisan Cauchy.
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Bukti. Akan ditunjukkan bahwa tn + b → b untuk t ∈ [a, b]
dalam ruang bernorma cone C[a, b] dengan menggunakan
Proposisi 4.6.2. Sebelumnya akan ditunjukkan bahwa
t
n + b→ b dalam ruang bernorma C[a, b].∥∥∥∥ tn + b− b
∥∥∥∥
∞
=
∥∥∥∥ tn
∥∥∥∥
∞
= sup
t∈[a,b]
∣∣∣∣ tn
∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ bn
∣∣∣∣ .
Untuk n yang semakin besar diperoleh |b|n . Kemudian ambil
sebarang ε > 0 dan pilih N > |b|ε sehingga untuk semua n ≥ N
diperoleh ∥∥∥∥ tn + b− b
∥∥∥∥
∞
≤ |b|
N
< ε.
Karena berlaku untuk sebarang ε > 0 maka dapat disimpulkan
bahwa
(
t
n + b
)
konvergen ke b untuk semua t ∈ [a, b].
Demikian pula, karena barisan
(
t
n + b
)
konvergen maka
menurut Teorema 2.2.6 barisan
(
t
n + b
)
merupakan barisan
Cauchy dalam ruang bernorma C[a, b]. Berdasarkan Proposisi
4.6.2, barisan
(
t
n + b
)
juga konvergen ke b dalam ruang
bernorma cone C[a, b] untuk t ∈ [a, b]. Demikian pula,
menurut Teorema 2.3.14 barisan
(
t
n + b
)
merupakan barisan
Cauchy dalam ruang bernorma cone C[a, b].
Berdasarkan Proposisi 4.5.2 diperoleh suatu sifat berikut ini.
Akibat 4.5.4. Ruang bernorma cone C[a, b] bernilai `1
merupakan ruang Banach cone.
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Bukti. Berdasarkan Proposisi 4.5.2, didapat bahwa sebarang
barisan Cauchy (fn) dalam ruang bernorma (C[a, b], ‖.‖∞)
merupakan barisan Cauchy di (C[a, b], ‖.‖`1
C
). Karena
(C[a, b], ‖.‖∞) merupakan ruang Banach akibatnya barisan
(fn) konvergen di (C[a, b], ‖.‖∞) yang juga mengakibatkan
barisan (fn) konvergen di (C[a, b], ‖.‖`1C ). Oleh karena itu,
ruang bernorma cone (C[a, b], ‖.‖`1
C
) adalah ruang Banach
cone.
4.6 Ruang Bernorma Cone C ′[a, b] Bernilai `1
Pada bagian ini akan ditunjukkan bahwa ruang C ′[a, b]
juga merupakan ruang bernorma cone bernilai `1 dengan
mendefinisikan norma cone yang sama dengan ruang
bernorma cone C[a, b].
Teorema 4.6.1. Diberikan ruang bernorma C ′[a, b]
dengan norma ‖.‖
C′ serta fungsi ‖.‖`
1
C′ : C
′[a, b]→ `1 yang
didefinisikan untuk setiap f ∈ C ′[a, b] berlaku
‖f‖`1
C′ :=
(‖f‖
C′
2
,
‖f‖
C′
22
, . . .
)
=
(‖f‖
C′
2n
)
dengan n ∈ N. Fungsi ‖.‖`1
C′ merupakan norma cone pada
C ′[a, b]. Pasangan (C ′[a, b], ‖.‖`1
C′ ) disebut ruang bernorma
cone C ′[a, b] bernilai `1 atau disingkat ruang bernorma cone
C ′[a, b].
Bukti. Dengan alur yang sama pada pembuktian ruang
bernorma cone C ′[a, b], sebelumnya akan ditunjukkan bahwa
fungsi ‖.‖`1
C′ adalah fungsi yang well-defined.
(a) Ambil sebarang f ∈ C ′[a, b] sehingga ‖f‖`1
C′ =
(‖f‖
C′
2n
)
untuk setiap n ∈ N. Akan ditunjukkan bahwa
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‖f‖`1
C′ ∈ `1 atau dengan kata lain akan ditunjukkan
bahwa ∞∑
n=1
∣∣∣∣‖f‖C′2n
∣∣∣∣ <∞.
Karena ‖f‖
C′ ≥ 0 dan 2n > 0 untuk setiap n ∈ N
akibatnya
∞∑
n=1
∣∣∣∣‖f‖C′2n
∣∣∣∣ = ∞∑
n=1
‖f‖
C′
2n
= ‖f‖
C′
∞∑
n=1
1
2n
= ‖f‖
C′ 1
= ‖f‖
C′ .
Di sisi lain, karena f ∈ C ′[a, b] sehingga f terbatas
pada [a, b] akibatnya
∑∞
n=1
∣∣∣‖f‖C′2n ∣∣∣ = ‖f‖C′ < ∞. Hal
ini menunjukkan bahwa ‖f‖`1
C′ =
(‖f‖
C′
2n
)
∈ `1 untuk
f ∈ C ′[a, b].
(b) Diberikan f, g ∈ C ′[a, b] dan f = g berarti
f(t) = g(t), ∀t ∈ [a, b] akibatnya ‖f‖
C′ = ‖g‖C′ . Hal
ini juga berakibat
(‖f‖
C′
2n
)
=
(‖g‖
C′
2n
)
, ∀n ∈ N
sehingga ‖f‖`1
C′ = ‖g‖`
1
C′ . Jadi, diperoleh untuk sebarang
f, g ∈ C ′[a, b] dan f = g berakibat ‖f‖`1
C′ = ‖g‖`
1
C′ .
Dari (a) dan (b) dapat disimpulkan bahwa fungsi ‖.‖`1
C′
merupakan fungsi yang well-defined. Selanjutnya, akan
ditunjukkan bahwa fungsi ‖.‖`1
C′ merupakan norma cone pada
C ′[a, b]. Menurut Definisi 2.3.9 akan ditunjukkan bahwa ‖.‖`1
C′
memenuhi syarat-syarat (NC1)-(NC3).
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(NC1) Akan ditunjukkan bahwa mbox‖f‖`1
C′  0¯ untuk
semua f ∈ C ′[a, b]. Telah ditunjukkan sebelumnya
dalam Teorema 4.3.3 bahwa ‖.‖
C′ adalah norma pada
C ′[a, b] akibatnya
‖f‖
C′
2n ≥ 0, untuk semua n ∈ N. Hal
ini berarti ‖f‖`1
C′  0¯.
Selanjutya, diberikan ‖f‖`1
C′ = 0¯, ∀f ∈ C ′[a, b], artinya(‖f‖
C′
2n
)
= 0¯ sehingga
‖f‖
C′
2n = 0, ∀n ∈ N. Satu-satunya
yang memenuhi adalah jika ‖f‖
C′ = 0. Karena ‖.‖C′
adalah norma pada C ′[a, b] sehingga diperoleh f = θ
dengan θ adalah vektor nol pada C ′[a, b].
Sebaliknya, jika f = θ berarti f(t) = 0, ∀t ∈ [a, b]
sehingga ‖f‖
C′ = 0. Akibatnya
‖f‖`1
C′ =
(‖f‖
C′
2n
)
= (0, 0, . . .) = 0¯
untuk n ∈ N.
(NC2) Ambil sebarang f ∈ C ′[a, b] dan α ∈ R berlaku
‖αf‖`1
C′ =
(‖αf‖
C′
2n
)
=
( |α|‖f‖
C′
2n
)
= |α|
(‖f‖
C′
2n
)
= |α|‖f‖`1
C′ .
Jadi, diperoleh ‖αf‖`1
C′ = |α|‖f‖`
1
C′ .
(NC3) Berikutnya ambil sebarang f1, f2 ∈ C ′[a, b] akan
ditunjukkan bahwa ‖f1+f2‖`1
C′  ‖f1‖`
1
C′+‖f2‖`
1
C′ . Untuk
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menunjukknnya, akan lebih mudah jika terlebih dahulu
ditunjukkan
‖f1+f2‖`1
C′  ‖f1‖
`1
C′+‖f2‖
`1
C′ ⇐⇒ ‖f1+f2‖C′ ≤ ‖f1‖C′+‖f2‖C′ .
Diberikan ‖f1 + f2‖`1
C′  ‖f1‖`
1
C′ + ‖f2‖`
1
C′ berarti
‖f1‖`1
C′ + ‖f2‖`
1
C′ − ‖f1 + f2‖`
1
C′ ∈ P`1 . Dengan kata lain
‖f1‖`
1
C′ + ‖f2‖
`1
C′ − ‖f1 + f2‖
`1
C′ =
(‖f1‖C′
2n
)
+
(‖f2‖C′
2n
)
−
(‖f1 + f2‖C′
2n
)
=
(‖f1‖C′ + ‖f2‖C′ − ‖f1 + f2‖C′
2n
)
∈ P`1 .
Berarti
‖f1‖C′ + ‖f2‖C′ − ‖f1 + f2‖C′
2n
≥ 0, ∀n ∈ N.
Pertidaksamaan ini dipenuhi jika ‖f1‖C′ + ‖f2‖C′−
‖f1 + f2‖C′ ≥ 0 sehingga diperoleh ‖f1‖C′ + ‖f2‖C′ ≥
‖f1 + f2‖C′ yang dapat ditulis ulang sebagai
‖f1 + f2‖C′ ≤ ‖f1‖C′ + ‖f2‖C′ .
Sebaliknya, jika diberikan ‖f1 + f2‖C′ ≤ ‖f1‖C′ + ‖f2‖C′
berarti ‖f1‖C′ + ‖f2‖C′ − ‖f1 + f2‖C′ ≥ 0. Akibatnya
untuk setiap n ∈ N berlaku ‖f1‖C′+‖f2‖C′−‖f1+f2‖C′2n ≥ 0
dan
∞∑
n=1
∣∣∣∣‖f1‖C′ + ‖f2‖C′ − ‖f1 + f2‖C′2n
∣∣∣∣ = ‖f1‖C′+‖f2‖C′−‖f1+f2‖C′ ≥ 0.
Ini berarti
(‖f1‖C′+‖f2‖C′−‖f1+f2‖C′
2n
)
∈ P`1 . Dapat juga
dituliskan dalam bentuk(‖f1‖C′
2n
)
+
(‖f2‖C′
2n
)
−
(‖f1 + f2‖C′
2n
)
= ‖f1‖`1
C′+‖f2‖`
1
C′−‖f1+f2‖`
1
C′ .
59
Dengan demikian, ‖f1‖`1
C′ + ‖f2‖`
1
C′ − ‖f1 + f2‖`
1
C′ ∈ P`1
sehingga diperoleh
‖f1 + f2‖`1
C′  ‖f1‖
`1
C′ + ‖f2‖
`1
C′ .
Jadi, ‖f1 + f2‖`1
C′  ‖f1‖`
1
C′ + ‖f2‖`
1
C′ .
Dengan demikian, syarat-syarat (NC1)-(NC3) terpenuhi.
Jadi, fungsi ‖.‖`1
C′ merupakan norma cone pada C
′[a, b].
Demikian pula, dapat diperoleh proposisi berikut ini.
Proposisi 4.6.2. Diberikan ruang bernorma cone C ′[a, b]
dan f ∈ C ′[a, b]. Jika (fn) adalah barisan di C ′[a, b] maka
pernyataan berikut berlaku:
(a) Barisan (fn) dalam ruang bernorma cone C
′[a, b]
konvergen ke f ∈ C ′[a, b] jika dan hanya jika barisan
(fn) dalam ruang bernorma C
′[a, b] konvergen ke f .
(b) Barisan (fn) adalah barisan Cauchy dalam ruang
bernorma cone C ′[a, b] jika dan hanya jika barisan (fn)
adalah barisan Cauchy dalam ruang bernorma C ′[a, b].
Bukti.
(a) Misalkan barisan (fn) dalam ruang bernorma cone
(C ′[a, b], ‖.‖`1
C′ ) konvergen ke f artinya untuk sebarang
c¯ ∈ `1 dengan c¯  0¯ terdapat bilangan asli N
sedemikian hingga ‖fn− f‖`1
C′  c¯ untuk semua n ≥ N .
Jadi, untuk n ≥ N berlaku
(‖fn−f‖C′
2k
)
 (ck) dengan
k ∈ N. Di lain pihak, untuk sebarang ε > 0 ambil suatu
c¯ε ∈ intP`1 sedemikian hingga
∑∞
k=1 |cεk | = ε akibatnya∑∞
k=1
∣∣∣‖fn−f‖C′2k ∣∣∣ < ∑∞k=1 |cεk | = ε. Dengan kata lain,
‖fn − f‖C′ < ε. Hal ini berarti barisan (fn) konvergen
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ke f di (C ′[a, b], ‖.‖
C′ ). Sebaliknya, jika diberikan
barisan (fn) dalam ruang bernorma (C
′[a, b], ‖.‖
C′ ) yang
konvergen ke f artinya untuk sebarang ε > 0 terdapat
bilangan asli N sedemikian hingga untuk n ≥ N berlaku
‖fn − f‖C′ < ε. Di lain pihak, ∀c¯ ∈ `1, c¯  0¯ dengan
c¯ = (ck) untuk k ∈ N ambil suatu εc¯ sedemikian hingga
‖fn−f‖C′
2k
< ck untuk setiap k ∈ N. Dengan demikian
untuk n ≥ N berlaku ‖fn−f‖C′
2k
< ck untuk setiap
k ∈ N. Karena c¯  0¯ berarti c¯ ∈ intP`1 sehingga
ck > 0,∀k ∈ N. Demikian pula, ‖fn − f‖C′ ≥ 0
berakibat
‖fn−f‖C′
2k
≥ 0 dan ck − ‖fn−f‖C′2k > 0 untuk
setiap k ∈ N. Ini berarti (ck) −
(‖fn−f‖C′
2k
)
∈ intP`1
atau dapat dituliskan c¯ − ‖fn − f‖`1
C′ ∈ intP`1 . Jadi,
‖fn − f‖`1
C′  c¯.
(b) Misalkan barisan (fn) adalah barisan Cauchy dalam
ruang bernorma cone (C ′[a, b], ‖.‖`1
C′ ) artinya untuk
sebarang c¯ ∈ `1 dengan c¯  0¯ terdapat bilangan
asli N sedemikian hingga ‖fn − fm‖`1
C′  c¯ untuk
semua n,m ≥ N . Jadi, untuk n,m ≥ N
berlaku
(‖fn−fm‖C′
2k
)
 (ck) dengan k ∈ N. Di
lain pihak, untuk sebarang ε > 0 ambil suatu
c¯ε ∈ intP`1 sedemikian hingga
∑∞
k=1 |cεk | = ε akibatnya∑∞
k=1
∣∣∣‖fn−fm‖C′2k ∣∣∣ <∑∞k=1 |cεk | = ε. Dengan kata lain,
‖fn − fm‖C′ < ε. Hal ini berarti barisan (fn) adalah
barisan Cauchy dalam ruang bernorma (C ′[a, b], ‖.‖
C′ ).
Sebaliknya, jika diberikan barisan (fn) adalah barisan
Cauchy dalam ruang bernorma (C ′[a, b], ‖.‖
C′ ) artinya
untuk sebarang ε > 0 terdapat bilangan asli
N sedemikian hingga untuk n,m ≥ N berlaku
‖fn − fm‖C′ < ε. Di lain pihak, ∀c¯ ∈ `1, c¯ 0¯ dengan
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c¯ = (ck) untuk k ∈ N ambil suatu εc¯ sedemikian hingga
‖fn−fm‖C′
2k
< ck untuk setiap k ∈ N. Dengan demikian
untuk n,m ≥ N berlaku ‖fn−fm‖C′
2k
< ck untuk setiap
k ∈ N. Karena c¯  0¯ berarti c¯ ∈ intP`1 sehingga
ck > 0,∀k ∈ N. Demikian pula, ‖fn − fm‖C′ ≥ 0
berakibat
‖fn−fm‖C′
2k
≥ 0 dan ck − ‖fn−fm‖C′2k > 0 untuk
setiap k ∈ N. Ini berarti (ck) −
(‖fn−fm‖C′
2k
)
∈ intP`1
atau dapat dituliskan c¯− ‖fn − fm‖`1
C′ ∈ intP`1 . Jadi,
‖fn − fm‖`1
C′  c¯.
Contoh 4.6.3. Diberikan (fn) ⊆ (C ′[a, b], ‖.‖`1
C′ ) dengan
fn(t) :=
t2+nt
n + t,∀t ∈ [a, b] ⊆ R. Barisan (fn) konvergen
ke f(t) := 2t untuk t ∈ [a, b] dan merupakan barisan Cauchy.
Bukti. Akan ditunjukkan bahwa t
2+nt
n + t → 2t untuk
t ∈ [a, b] dalam ruang bernorma cone C ′[a, b] dengan
menggunakan Proposisi 4.6.2. Sebelumnya akan ditunjukkan
bahwa t
2+nt
n + t→ 2t dalam ruang bernorma C ′[a, b].∥∥∥∥ t2 + ntn + t− 2t
∥∥∥∥
C′
=
∥∥∥∥ t2 + ntn − t
∥∥∥∥
C′
=
∥∥∥∥ t2 + nt− ntn
∥∥∥∥
C′
=
∥∥∥∥ t2n
∥∥∥∥
C′
= sup
t∈[a,b]
∣∣∣∣ t2n
∣∣∣∣+ sup
t∈[a,b]
∣∣∣∣2tn
∣∣∣∣
=
∣∣∣∣b2n
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣2bn
∣∣∣∣ .
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Untuk n yang semakin besar diperoleh b
2+2|b|
n . Kemudian
ambil sebarang ε > 0 dan pilih N > b
2+2|b|
ε sehingga untuk
semua n ≥ N diperoleh∥∥∥∥ t2 + ntn + t− 2t
∥∥∥∥
C′
≤ b
2 + 2|b|
N
< ε.
Karena berlaku untuk sebarang ε > 0 maka dapat disimpulkan
bahwa
(
t2+nt
n + t
)
konvergen ke 2t untuk semua t ∈
[a, b]. Demikian pula, karena barisan
(
t2+nt
n + t
)
konvergen
maka menurut Teorema 2.2.6 barisan
(
t2+nt
n + t
)
merupakan
barisan Cauchy dalam ruang bernorma C ′[a, b]. Berdasarkan
Proposisi 4.6.2, barisan
(
t2+nt
n + t
)
juga konvergen ke 2t
dalam ruang bernorma cone C ′[a, b] untuk t ∈ [a, b]. Demikian
pula, menurut Teorema 2.3.14 barisan
(
t2+nt
n + t
)
merupakan
barisan Cauchy dalam ruang bernorma cone C ′[a, b].
Berdasarkan Proposisi 4.6.2 dapat diperoleh suatu sifat
berikut ini.
Akibat 4.6.4. Ruang bernorma cone C ′[a, b] bernilai `1
merupakan ruang Banach cone.
Bukti. Hal ini merupakan akibat langsung dari Proposisi
4.6.2, didapat bahwa sebarang barisan Cauchy (fn) dalam
ruang bernorma (C ′[a, b], ‖.‖
C′ ) merupakan barisan Cauchy
di (C ′[a, b], ‖.‖`1
C′ ). Karena (C
′[a, b], ‖.‖
C′ ) merupakan ruang
Banach akibatnya barisan (fn) konvergen di (C
′[a, b], ‖.‖
C′ )
yang juga mengakibatkan barisan (fn) konvergen di
(C ′[a, b], ‖.‖`1
C′ ). Oleh karena itu, ruang bernorma cone
(C ′[a, b], ‖.‖`1
C′ ) adalah ruang Banach cone.
Sub bab berikutnya adalah pembahasan sifat-sifat operator
linear pada ruang ruang bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b].
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4.7 Operator Linear Kontinu Terbatas pada ruang
bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b]
Ruang bernorma cone yang dipilih sebagai domain
dari operator linear yang diselidiki sifat kekontinuan
dan keterbatasannya adalah ruang bernorma cone C ′[a, b]
sedangkan kodomain dari operator linearnya adalah ruang
bernorma cone C[a, b]. Pada bagian ini akan dikonstruksi
suatu operator linear yang kontinu dan terbatas pada ruang
bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b]. Pembahasan lebih lanjut,
tercantum dalam Proposisi berikut.
Proposisi 4.7.1. Diberikan ruang bernorma cone
(C ′[a, b], ‖.‖`1
C′ ) dan (C[a, b], ‖.‖`
1
C
) serta sebarang fungsi
H ∈ C[a, b] tetap. Misalkan TH adalah operator dengan
TH : C ′[a, b]→ C[a, b] yang didefinisikan
TH(f) = Hf ′ ,∀f ∈ C ′[a, b].
Operator TH merupakan operator linear kontinu pada ruang
bernorma cone C ′[a, b] dan terbatas cone.
Bukti. Terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa TH adalah
operator linear. Ambil sebarang f, g ∈ (C ′[a, b], ‖.‖`1
C′ ) dan
α ∈ R, menurut Definisi 2.4.1 akan ditunjukkan bahwa TH
memenuhi (OL1) dan (OL2).
(OL1) TH(f + g) = H(f + g)′
= H(f ′ + g′)
= Hf ′ +Hg′
= TH(f) + TH(g).
(OL2) TH(αf) = H(αf)′
= H(αf ′)
= α(Hf ′)
= αTH(f).
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Dari (OL1) dan (OL2) dapat dikatakan bahwa TH(f) = f ′,
∀f ∈ C ′[a, b] merupakan operator linear.
Berikutnya akan ditunjukkan bahwa TH adalah operator
linear yang kontinu pada C ′[a, b]. Diberikan sebarang
c ∈ `1 dengan c 0¯, akan dicari t ∈ `1, t  0¯ sedemikian
hingga untuk f, g ∈ C ′[a, b] dan ‖f − g‖`1
C′  t berlaku
‖TH(f)− TH(g)‖`1C  c.
Di sisi lain
‖TH(f)− TH(g)‖`1C = ‖TH(f − g)‖`
1
C
= ‖H(f − g)′‖`
1
C
= ‖H(f ′ − g′)‖`
1
C
=
(‖H(f ′ − g′)‖∞
2n
)
=
(
supt∈[a,b] |H(t)(f ′(t)− g′(t))|
2n
)
.
Karena
sup
t∈[a,b]
|H(t)(f ′(t)− g′(t))| ≤ sup
t∈[a,b]
|H(t)| sup
t∈[a,b]
|(f ′(t)− g′(t))|
atau dengan kata lain
‖H(f ′ − g′)‖∞ ≤ ‖H‖∞‖f ′ − g′‖∞ .
Dengan demikian untuk setiap n ∈ N berlaku(‖H(f ′ − g′)‖∞
2n
)
≤ ‖H‖∞
(‖f ′ − g′‖∞
2n
)
.
Ini berarti
‖H‖∞
(‖f ′ − g′‖∞
2n
)
−
(‖H(f ′ − g′)‖∞
2n
)
≥ 0,
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dengan kata lain
‖H‖∞‖f ′ − g′‖`
1
C
− ‖H(f ′ − g′)‖`1
C
≥ 0.
Karena ‖H‖∞‖f ′ − g′‖`1C − ‖H(f ′ − g′)‖`
1
C
∈ `1 dan
‖H‖∞‖f ′ − g′‖`1C − ‖H(f ′ − g′)‖`
1
C
≥ 0 akibatnya
‖H‖∞‖f ′ − g′‖`1C − ‖H(f ′ − g′)‖`
1
C
∈ P`1 . Sesuai dengan
notasi yang digunakan dalam tugas akhir ini, dapat
dinyatakan dalam bentuk
‖H(f ′ − g′)‖`1
C
 ‖H‖∞‖f ′ − g′‖`
1
C
. (4.9)
Kemudian akan ditunjukkan bahwa ‖f ′ − g′‖`1
C
 ‖f − g‖`1
C′ .
Berdasarkan
sup
t∈[a,b]
|f(′t)− g′(t)| ≤ sup
t∈[a,b]
|f(t)− g(t)|+ sup
t∈[a,b]
|f(′t)− g′(t)|.
maka untuk setiap n ∈ N berlaku(
supt∈[a,b] |f ′(t)− g′(t)|
2n
)
≤
(
supt∈[a,b] |f(t)− g(t)|+ supt∈[a,b] |f(′t)− g′(t)|
2n
)
.
Ini berarti(
supt∈[a,b] |f(t)− g(t)|+ supt∈[a,b] |f(′t)− g′(t)|
2n
)
−
(
supt∈[a,b] |f ′(t)− g′(t)|
2n
)
≥ 0,
dengan kata lain
‖f − g‖`1
C′ − ‖f
′ − g′‖`1
C
≥ 0.
Karena ‖f−g‖`1
C′−‖f ′−g′‖`
1
C
∈ `1 dan ‖f−g‖`1
C′−‖f ′−g′‖`
1
C
≥ 0
akibatnya ‖f − g‖`1
C′ − ‖f ′ − g′‖`
1
C
∈ P`1 . Hal ini juga dapat
dinyatakan dalam bentuk
‖f ′ − g′‖`1
C
 ‖f − g‖`1
C′ . (4.10)
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Dari (4.9), (4.10), dan Lemma 2.3.5 (b) diperoleh
‖TH(f)− TH(g)‖`1C = ‖H(f ′ − g′)‖`
1
C
 ‖H‖∞‖f ′ − g′‖`
1
C
 ‖H‖∞‖f − g‖`
1
C′
 t.
Jadi, dapat dipilih t := c‖H‖∞ sedemikian hingga berlaku
‖TH(f)− TH(g)‖`1C  c untuk f, g ∈ C ′[a, b]. Menurut
Definsi 2.4.3 (c), operator linear TH kontinu seragam pada
(C ′[a, b], ‖.‖`1
C′ ). Berdasarkan teorema 2.4.4, operator linear
TH kontinu pada (C ′[a, b], ‖.‖`1
C′ ).
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa TH terbatas cone.
Berdasarkan teorema 2.4.4 diperoleh bahwa TH kontinu di
θ ∈ C ′[a, b] sehingga untuk suatu t ∈ `1 dengan t  0¯ dapat
dipilih w ∈ `1, w  0¯ dengan w := ‖H‖∞t sedemikian hingga
∀f ∈ C ′[a, b] dengan ‖f − θ‖`1
C′ = ‖f‖
`1
C′ berlaku
‖TH(f)− TH(θ)‖`
1
C
= ‖TH(f)− θ‖`
1
C
= ‖TH(f)‖`
1
C
= ‖Hf ′‖`
1
C
 ‖H‖∞‖f ′‖
`1
C
 ‖H‖∞‖f‖
`1
C′
 ‖H‖∞t.
Menurut Lemma 2.3.3 (a), didapat bahwa ‖H‖∞‖f‖`
1
C′ 
‖H‖∞t berakibat ‖H‖∞‖f‖`
1
C′  t = w. Dengan demikian
diperoleh ‖TH(f)− TH(θ)‖`
1
C
 w. Hal ini menunjukkan
bahwa TH terbatas cone.
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Sebagai catatan, sama halnya dengan fungsi norma cone
bahwa operator linear kontinu terbatas pada ruang bernorma
cone juga tidak tunggal. Berikut ini adalah contoh dari
Proposisi 4.7.1.
Contoh 4.7.2. Diberikan fungsi polinomial p(t) = a0 +a1t+
. . . + ant
n dengan a0, a1, . . . , an ∈ R dan t ∈ [a, b]. Misalkan
TH : (C ′[a, b], ‖.‖`1
C′ ) → (C[a, b], ‖.‖
`1
C
) adalah operator linear
yang didefinisikan
TH(f(t)) = p(t)f ′(t), ∀f(t) ∈ C ′[a, b].
Operator linear TH merupakan operator linear kontinu dan
terbatas cone pada (C ′[a, b], ‖.‖`1
C′ ). Hal ini dikarenakan p(t)
merupakan fungsi yang kontinu pada [a, b].
Selanjutnya akan diselidiki sifat-sifat ruang operator linear
terbatas pada ruang bernorma cone C ′[a, b] bernilai C[a, b].
4.8 Ruang Operator Linear Terbatas Cone pada
ruang bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b]
Sifat-sifat ruang operator linear terbatas cone yang akan
diselidiki pada tugas akhir ini diantaranya ruang operator
linear terbatas cone pada ruang bernorma C ′[a, b] bernilai
C[a, b] merupakan ruang bernorma cone serta ruang operator
linear terbatas cone pada ruang bernorma cone C ′[a, b] ke
C[a, b] merupakan ruang Banach cone.
Proposisi 4.8.1. Diberikan B˜(C ′[a, b], C[a, b]) adalah
himpunan semua operator linear terbatas cone dari
ruang bernorma cone (C ′[a, b], ‖.‖`1
C′ ) ke ruang bernorma
cone (C[a, b], ‖.‖)`1
C
). Didefinisikan suatu fungsi
‖.‖`1
B˜
: B˜(C ′[a, b], C[a, b])→ `1 dengan
‖T‖`1
B˜
:= sup{‖T (f)‖`1
C
: f ∈ C ′[a, b], ‖f‖`1
C′  t
∗}
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untuk setiap T ∈ B˜(C[a, b], C[a, b]). Fungsi ‖.‖`1
B˜
merupakan
norma cone untuk B˜(C ′[a, b], C[a, b]).
Bukti. Terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa
B˜(C ′[a, b], C[a, b]) adalah subruang linear dari
L(C ′[a, b], C[a, b]). Himpunan L(C ′[a, b], C[a, b]) adalah
himpunan dari semua operator linear dari ruang vektor
C ′[a, b] ke ruang vektor C[a, b] yang merupakan suatu kasus
untuk L(V,W ) dengan V = C ′[a, b] dan W = C[a, b]. Dalam
hal ini L(C ′[a, b], C[a, b]) merupakan ruang vektor atas R
dengan operasi jumlahan vektor dan perkalian dengan skalar
sebagaimana pada ruang vektor L(V,W ) secara umum.
Jelas bahwa B˜(C ′[a, b], C[a, b]) ⊆ L(C ′[a, b], C[a, b])
dan B˜(C ′[a, b], C[a, b]) 6= ∅ sebab dapat dipilih
Θ ∈ B˜(C ′[a, b], C[a, b]) dengan Θ(f) = θ,∀f ∈ C ′[a, b].
Selanjutnya, ambil sebarang T1, T2 ∈ B˜(C ′[a, b], C[a, b]) dan
α, β ∈ R sehingga T1, T2 terbatas cone, berarti ∀f ∈ C ′[a, b]
dengan ‖f‖`1
C′  t∗ terdapat t1, t2 ∈ `1, t1, t2  0¯ sedemikian
hingga ‖T1(f)‖`1C  t1 dan ‖T2(f)‖`
1
C
 t2. Berdasarkan sifat
norma cone diperoleh
‖αT1 + βT2‖`1C = ‖(αT1 + βT2)(f)‖`
1
C
= ‖αT1(f) + βT2(f)‖`1C
 ‖αT1(f)‖`1C + ‖βT2(f)‖`
1
C
 |α|t1 + |β|t2.
Jadi, ∀f ∈ C ′[a, b] dengan ‖f‖`1
C′  t∗ terdapat t ∈ `1,
t  0¯ dengan t = |α|t1 + |β|t2 sedemikian hingga
‖αT1 + βT2‖`1C  t. Hal ini berarti αT1 + βT2 terbatas
cone. Dengan demikian, αT1 + βT2 ∈ B˜(C ′[a, b], C[a, b]).
Jadi, himpunan B˜(C ′[a, b], C[a, b]) adalah subruang linear
dari L(C ′[a, b], C[a, b]) sehingga B˜(C ′[a, b], C[a, b]) merupakan
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ruang vektor atas R.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ‖.‖`1
B˜
merupakan
norma cone pada B˜(C ′[a, b], C[a, b]).
(NC1) Jelas bahwa ‖T (f)‖`1
C
 0¯ sebab ‖.‖`1
C
merupakan
norma cone pada C[a, b] akibatnya sup{‖T (f)‖`1
C
:
f ∈ C ′[a, b], ‖f‖`1
C′  t∗}  0¯. Dengan kata lain
‖T‖`1
B˜
 0¯. Berikutnya jika diberikan ‖T‖`1
B˜
= 0¯,
berarti sup{‖T (f)‖`1
C
: f ∈ C ′[a, b], ‖f‖`1
C′  t∗} = 0¯
sehingga ‖T (f)‖`1
C
= 0¯ untuk f ∈ C ′[a, b] dengan
‖f‖`1
C
 t∗. Menurut Lemma 2.4.2, diperoleh T (f) = θ,
∀f ∈ C ′[a, b]. Hal ini juga berarti T (f) = Θ(f),
∀f ∈ C ′[a, b]. Dengan kata lain T = Θ. Sebaliknya,
jika T = Θ artinya T (f) = Θ(f), ∀f ∈ C ′[a, b]
sedemikian hingga jika ‖f‖`1
C′  t∗ berakibat
‖T (f)‖`1
C
= ‖Θ(f)‖`1
C
= ‖θ‖`1
C
= 0¯. Hal ini juga
berakibat sup{‖T (f)‖`1
C
: f ∈ C ′[a, b], ‖f‖`1
C′  t∗} = 0¯.
Dengan kata lain ‖T‖`1
B˜
= 0¯.
(NC2) Berdasarkan sifat norma cone dan sifat supremum
diperoleh
‖αT‖`1
B˜
= sup{‖αT (f)‖`1
C
: f ∈ C ′[a, b],
‖f‖`1
C′  t
∗}
= sup{|α|‖T (f)‖`1
C
: f ∈ C ′[a, b],
‖f‖`1
C′  t
∗}
= |α| sup{‖T (f)‖`1
C
: f ∈ C ′[a, b],
‖f‖`1
C′  t
∗}
= |α|‖T‖`1
B˜
.
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(NC3) Demikian pula
‖T1 + T2‖`1
B˜
= sup{‖(T1 + T2)(f)‖`1C : f ∈ C ′[a, b],
‖f‖`1
C′  t
∗}
= sup{‖T1(f) + T2(f)‖`1C : f ∈ C ′[a, b],
‖f‖`1
C′  t
∗}
 sup{‖T1(f)‖`1C + ‖T2(f)‖`
1
C
:
f ∈ C ′[a, b], ‖f‖`1
C′  t
∗}
 sup{‖T1(f)‖`1C : f ∈ C ′[a, b],
‖f‖`1
C′  t
∗}+ sup{‖T2(f)‖`1C :
f ∈ C ′[a, b], ‖f‖`1
C′  t
∗}
= ‖T1‖`1
B˜
+ ‖T2‖`1
B˜
.
Dengan demikian syarat-syarat (NC1)-(NC3) terpenuhi untuk
‖.‖`1
B˜
. Jadi, himpunan B˜(C ′[a, b], C[a, b]) merupakan ruang
bernorma cone dengan norma cone ‖.‖`1
B˜
.
Selanjutnya dapat ditunjukkan bahwa B˜(C ′[a, b], C[a, b])
merupakan ruang Banach cone dengan norma ‖.‖`1
B˜
.
Proposisi 4.8.2. Ruang bernorma B˜(C ′[a, b], C[a, b])
merupakan ruang Banach cone dengan norma ‖.‖`1
B˜
.
Bukti. Misalkan (Tn) adalah sebarang barisan Cauchy dalam
ruang bernorma cone B˜(C ′[a, b], C[a, b]), berarti ∀c ∈ `1,
c 0¯, ∃N ∈ N sedemikian hingga ∀n,m ≥ N berlaku
‖Tn − Tm‖`1
B˜
= sup{‖Tn(f)− Tm(f)‖`1C : f ∈ C ′[a, b],
‖f‖  t∗}
 c.
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Di sisi lain, untuk setiap n,m ∈ N berlaku
‖Tn(f)− Tm(f)‖`1C  sup{‖Tn(f)− Tm(f)‖`
1
C
: f ∈ C ′[a, b],
‖f‖`1
C′  t
∗}
sehingga ∀n,m ≥ N diperoleh
‖Tn(f)− Tm(f)‖`1C  c ,∀f ∈ C ′[a, b]. (4.11)
Ini berarti untuk sebarang f ∈ C ′[a, b], barisan (Tn(f))
adalah barisan Cauchy di C[a, b]. Karena C[a, b]
ruang Banach cone akibatnya (Tn(f)) konvergen ke
suatu titik di C[a, b], misalkan Tn(f) → T (f) saat
n→∞. Akan ditunjukkan T ∈ B˜(C ′[a, b], C[a, b]). Karena
Tn ∈ B˜(C ′[a, b], C[a, b]),∀n ∈ N, berdasarkan Teorema 2.3.17
(a) dan (b), ∀f, h ∈ C ′[a, b] dan ∀α, β ∈ R didapat
T (αf + βh) = lim
n→∞Tn(αf + βh)
= lim
n→∞ (αTn(f) + βTn(h))
= lim
n→∞αTn(f) + limn→∞βTn(h)
= αT (f) + βT (h)
Jadi T adalah operator linear dari C ′[a, b] ke C[a, b]. Di
samping itu, karena Tn terbatas cone ∀n ∈ N, maka ∃t ∈ `1,
t  0¯ sedemikian hingga ‖Tn(f)‖`1C  t, ∀f ∈ C ′[a, b] dengan
‖f‖`1
C′  t∗. Menurut Akibat 2.3.7 dan Teorema 2.3.16, untuk
setiap f ∈ C ′[a, b] dengan ‖f‖`1
C′  t∗, diperoleh
‖T (f)‖`1
C
= ‖ lim
n→∞Tn(f)‖
`1
C
= lim
n→∞ ‖Tn(f)‖
`1
C
 t
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Ini berarti T terbatas cone. Dengan demikian
T ∈ B˜(C ′[a, b], C[a, b]). Selanjutnya, akan ditunjukkan
Tn → T . Karena (4.11) terpenuhi untuk setiap m ≥ N dan
Tm(f) → T (f) saat m → ∞, maka untuk setiap n ≥ N
diperoleh
‖Tn(f)− T (f)‖`1C = ‖Tn(f)− limm→∞Tm(f)‖
`1
C
= lim
m→∞ ‖Tn(f)− Tm(f)‖
`1
C
 c.
Dengan mengambil f ∈ C ′[a, b], ‖f‖`1
C′  t∗ dan supremum
dari ‖Tn(f)− T (f)‖`1C diperoleh
‖Tn − T‖`1
B˜
 c.
Jadi, Tn → T saat n → ∞. Hal ini menunjukkan bahwa
B˜(C ′[a, b], C[a, b]) adalah ruang Banach cone.
BAB V
PENUTUP
Pada bab ini, diberikan kesimpulan yang diperoleh dari
tugas akhir ini serta saran untuk penelitian selanjutnya.
5.1 Kesimpulan
Berdasarkan analisis dan pembahasan pada bab
sebelumnya, dapat disimpulkan beberapa hal berikut:
a. Ruang (C ′[a, b], ‖.‖
C′ ) dan ruang (C[a, b], ‖.‖∞)
merupakan ruang bernorma cone bernilai `1 dengan
norma cone masing-masing adalah
‖f‖`1
C′ :=
(‖f‖
C′
2
,
‖f‖
C′
22
, . . .
)
=
(‖f‖
C′
2n
)
dan
‖g‖`1
C
:=
(‖g‖∞
2
,
‖g‖∞
22
, . . .
)
=
(‖g‖∞
2n
)
untuk setiap n ∈ N dengan f ∈ C ′[a, b] dan g ∈ C[a, b].
b. Ruang bernorma cone (C ′[a, b], ‖.‖`1
C′ ) dan (C[a, b], ‖.‖`
1
C
)
merupakan ruang Banach cone.
c. Untuk sebarang fungsi H ∈ C[a, b] tetap dan operator
linear TH : C ′[a, b]→ C[a, b] dengan
TH(f) = Hf ′, ∀f ∈ C ′[a, b].
TH merupakan operator linear kontinu terbatas cone
pada ruang bernorma cone C ′[a, b] ke C[a, b].
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d. Ruang operator linear terbatas cone B˜(C ′[a, b], C[a, b])
merupakan ruang bernorma cone dengan fungsi norma
cone ‖.‖`1
B˜
: B˜(C ′[a, b], C[a, b])→ `1 yang didefinisikan
‖T‖`1
B˜
= sup{‖T (f)‖`1
C
: f ∈ C ′[a, b], ‖f‖`1
C′  t
∗}
untuk setiap T ∈ B˜(C ′[a, b), C[a, b]) dan suatu t∗ ∈ `1
dengan t 0¯.
e. Ruang B˜(C ′[a, b], C[a, b]) merupakan ruang Banach
cone.
5.2 Saran
Pada tugas akhir ini belum dibahas mengenai norma
ekivalen pada ruang bernorma cone. Oleh karena itu, untuk
penelitian selanjutnya perlu dikaji mengenai norma ekivalen
pada ruang bernorma cone atau dapat pula diteliti mengenai
ruang bernoma cone yang lainnya.
